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上学期——不等式
　算术平均数、几何平均数：
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　　例6. 等式恒成立的有哪些？
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　　一、不等式的性质：
　　定理及推论：
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　　比较大小
　　①作差:[image: image5.png]a—b>0 T 2>b




　　②作商
　　例1.已知a≠0，比较这两个代数式的大小
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　　不等式的性质
　　一、由实数性质到比较法
　　1、不等式的知识是建立在实数理论基础上的，任意两个实数a，b之间具有以下性质：[image: image10.png]&b a-b >0
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　　作差比较法
　　其一般步骤是“作差——变形——判断符号——下结论”
　　例2
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　　总结
　　使用作差比较法时，变形是关键，变形的目的是判断差的符号，为了便于判断差的符号，对差进行通分、因式分解、配方、凑成几个非负数和的形式是常用方法．当符号不确定时要注意分类讨论．作差法比较大小体现了化归的思想．　　
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　　2、由不等式的性质，任意两个正实数a，b之间还具有以下性质：[image: image16.png]TR =lR elR
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　　二、不等式的性质及其应用
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　　解：可以组成正确命题的个数是3个。下面分别进行证明：
　　[image: image23.png]B apv0, -Z
7

5

FA-C b <-L.ab, —cbe —sd
a b

B cb > sd




　　[image: image24.png]Fih-Zed o, @b
a b ab
S cb s

FRLA ad-be<n, FRLA ab >0




　　[image: image25.png]XE cb >ad

FilA -

Rlo




　　[image: image26.png]B3

Bl
Ean

R

EA
FiA

FiA

& b c#BEIEH, FH a<b

& b c#BEIEH, FH a<b
Beas0s b-a>0

np-a)

B(b+m)





　　[image: image27.png]WERRNSFRESE: Bl b RERER
P 85 ,HWE%J% MEMA. » 5248
& (ERRERARIR) ﬁi&gﬁa%v
ETERRETL, RS





　　[image: image28.png][

yymsns=ys Wy mBIFASR
BREC )
W) yem<n ) nenen
(©) < D)y n
#: BEA ab>1, @ EESRTH:
pebold bl

a1z ‘a7

il p=sine 7E (0, %) hEimEET,
HE (C)




　　[image: image29.png]#ls
Bl 1<a<z, ~4<p<z: W a-| fIMEE
FEEE ()

TR E ® (-1 2
© (-3 2 o (12
B Eh-d<pea,

Fivh o< [Bl<ts —d<= |4l < 0.
N 1<acz
FilA-3 <a - | Bl<a, HEC




　　[image: image30.png]ey

- SRR A F R B
B2 Boed W ec2pa
B cghts M stesbtd





　　[image: image31.png]Ble

BA flx)=ad-0 H-4<r(1)<1,
-12£(2)< 5, K £(3) BB,

B R ), f2) FRd e o
BEE & f(l)=a-0 £(2) ~4s ¢

a= 511~ £

[F(D-470]

F2 /9= %a-c = 270-3 70
RIS, 8o 1<A(s) <20





　　说明：
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　　本题前面的解法中，f（1）与f（2）可以各自独立地取区间[-4，-1]及[-1，5]中的任意值，因此，[image: image33.png]8 5
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可以各自独立地取到区间[image: image34.png]


中的一切值，从而[image: image35.png]8 5
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 即f（3）可取且只取得[- 1，20]中的一切值。
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　　总结
　　今天我们进一步学习了以下主要内容：
　　1、用比较法比较两个实数的大小
　　比较法是比较两个实数大小与证明不等式的最基本、最主要的方法之一，它是两个实数大小顺序与运算性质的直接应用，比较法又可以分为作差比较法和作商比较法．比较法体现了化归思想．
　　2、不等式的性质及其应用
　　不等式的性质是不等式证明、不等式解法的基础，要在理解的基础上熟记不等式的性质，在运用不等式性质解决问题时，需要将待求问题转化成可以利用不等式性质的形式．
　　算术平均数与几何平均数
　　两个正数的算术平均数与几何平均数的定理在解决数学问题和实际问题中应用广泛，如证明不等式、求非二次的函数的最大值和最小值等。
　　一、知识点：
　　1.重要不等式
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　　　对于上面两个不等式，后者是前者的推论，她们成立的条件是不同的，前者只要求a,b是实数，而后者要求a,b都是正数。这两个不等式中等号成立的条件是一样的，都要求a=b.
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　　2、极值定理
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　　二、应用举例例
　　1.下列函数中，最小值为4的函数是（　）
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　　（A）无最大值也无最小值
　　（B）无最大值而有最小值
　　（C）有最大值而无最小值
　　（D）有最大值也有最小值
　　分析：在求有关函数或代数式的最值时，要善于运用转化的思想，将所求的问题转化成可以直接运用定理的形式。另外，还需要灵活地选用这两个定理及其变式来解决问题。
　　在条件与结论之间存在着差异，一个含有对数，一个没有对数。要想解决问题，就需要缩小条件与结论之间的差距，通过对“xy”添加对数符号来缩小条件与结论之间的“距离”。
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　　由于“积定和最小”，于是要想求函数y的最小值，就要去“构造”乘积为定值的情况。即将所给的函数表达式等价转化为乘积为定值的形式。
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　　通过上述几例，我们在解决求最值问题时，要对原式作适当变形，再选用适当的基本不等式及其变形来求出最值。
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　　例12、甲、乙两地相距s千米，汽车从甲地匀速行驶到乙地，速度不得超过c千米/小时，已知汽车每小时的运输成本（以元为单位）由可变部分与固定部分组成，其中可变部分与速度v（千米/小时）的平方成正比，比例系数为b(b>0),固定部分为a元，求出全程运输成本y（元）与速度v函数关系式，及运输成本的最小值。
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　　不等式的证明
　　一、不等式的证明
　　（1）作用地位
　　证明不等式是数学的重要课题，也是分析、解决其他数学问题的基础，特别是在微积分中，不等式是建立极限论的理论基础。
　　高考中，主要涉及“a,b>0时，[image: image67.png]T+h22 Jah



”等的基本不等式，以及运用不等式性质所能完成的不等式的证明。
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　　⑤如果a、b是正实数……
　　⑤如果a、b是正实数，
　　 那么 [image: image69.png]ol



（调和平均数）[image: image70.png]


 （几何平均数）[image: image71.png]n
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 （算术平均数）[image: image72.png]


 （平方平均数）（当且仅当a=b时取“=”号）
　　⑥如果a,b,c是正实数，
那么 [image: image73.png]


（当且仅当a=b=c时取“=”号）
　　（3）由上述公式还可派生出一些公式
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　　②综合法：从已知的不等式及题设条件出发，运用不等式性质及适当变形（恒等变形或不等变形）推导出要求证明的不等式。
　　③分析法：从求证的不等式出发寻找使该不等式成立的充分条件。对于思路不明显，感到无从下手的问题宜用分析法探究证明途径。
　　④数学归纳法：(高三学习)．证明与自然数n有关的不等式时，常用数学归纳法。用数学归纳法证明的不等式难度较大。
　　除了课本上介绍的证明不等式的基本方法外，还有如下常用方法：
　　（1）放缩法
　　若证明“A≥B”，我们先证明“A≥C”，然后再证明“C≥B”，则“A≥B”。
　　（2）反证法
　　反证法是通过否定结论导致矛盾，从而肯定原结论的一种方法。涉及否定性、唯一性命题、存在性、至多至少等的命题常常考虑用反证法。
　　（3）变量代换法
　　变量代换是数学中的一种常用的解题方法，对于一些结构比较复杂，变化较多而关系不太清楚的不等式，可适当地引进一些新的变量进行代换，以简化其结构。其代换技巧有局部代换、整体代换、三角代换、增量代换等。
　　（4）函数方法
　　通过利用函数的性质，如单调性、有界性、实根存在的条件等证明不等式的方法称为函数方法。
　　（5）构造方法
　　不等式证明中的构造方法，主要是指通过引进合适的恒等式、数列、函数、图形及变量等辅助手段，促使命题转化，从而使不等式得证。此法技巧要求较高，高考试题中很少见。
　　二、例题讲解与评析
　　证明不等式的方法灵活多样，内容丰富、技巧性较强，这对发展分析综合能力、正逆思维等，将会起到很好的促进作用．在证明不等式前，要依据题设和待证不等式的结构特点、内在联系，选择适当的证明方法．
　　例1、设a>0，b>0，[image: image76.png]



　　证法一（作差比较法）
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　　证法二（作商比较法）
　　[image: image78.png]T J’+J’ Rz
_ Wt yB)aab+b) a+bab  2abJab
B Gb(Na+B) ek i
(ra>0b>0)

11
ral+b1 >0

1 1
1oy Lol

(] (2] 2t ust
B a





　　[image: image79.png]HAFHXHNHDOXFUAZH
U, FRRARELRE S
FUMR, 7. SEETURUIE, AR
ik, (DEERERELAE, TEE
Eﬁﬁﬂﬁmﬂvwmg>lﬁmmmva

B I0IEAR a0





　　[image: image80.png]2. BHIEE f0)=x'+arh Hp g
I pto=1 B
EBA: pe(x)+af () 2f (s @) RHERSRHL x
y FRITMFEBRITR 05psle
syifr: ERERRARBAT, THHMEIERRM
AR, BICAIE:
— £l @) 20 RITHEBHTE
37 RIFEBR{HR 0<pst.

Vfld)= Fraveh pro=l
- (PEZHER) pf(d)+af (- £ (pxray)
(X' +ar+b) +g(F+apsb)
—(prs g -alpxe )b

(1-p) ¥-2p@+a(i-0 7

gla—p) *o (%)





　　[image: image81.png](1) DB

B pflx) +of 2t (pregy) s

MER () pele-y) 20,
(5020, pg20, BN pl1-p) 20,
Filh ogpst

(2) Festt:

& 0<p<t, Bl pl1-p) 20,

FiUA pale=3) 20

() H pflx)+af (- flpr-ar)20,
FRA pflx) = gf (pxsgy)





　　例3、若a，b，c∈R+，证明：[image: image82.png]@ +B + bl et + et 2 avb+o)




　　分析：从要证明的式子的左边的结构出发，联想定理a2+b2≥2ab（a，b∈R）即可。
　　 证明：∵a2+b2≥2ab，∴2（a2+b2） ≥（a+b）2
　　 又 [image: image83.png]a»0b>0. f2(a® +8%) 2 (a+b),




　　 同理由 [image: image84.png]e»0,b>0 " 207 +e7) = (b +¢)




　　 由 [image: image85.png]e»0,a>0 J2c* +a®) 2 (c+a)




　　 以上几个不等式相加得：
　　 [image: image86.png]V2 (fa? 407 4P 4+ ra?) 2 2(a+b o)
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　　评析：认真观察不等式的结构，从中发现与已学知识的内在联系，就能较顺利地找到解决问题的切入点.
　　例4、已知a，b，c都是正数，求证：[image: image87.png]



　　分析：当要证的式子数学结构较复杂时，不妨根据题目的条件，进行变形，也许使你找到证明不等式的突破口。
　　证明：因为a，b，c为正实数，所以只需要证：
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　（虽然（2）的左边结构与（1）一样，但是它的右边还有一定的差距，由于右边仍然呈现“对称”形式，故仍然采用上面的方法）
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　　评述：通过等式或不等式的性质的运算，将待证的不等式转化为明显的、熟悉的不等式，从而使得原来的不等式得到证明；反之，亦可从熟知的不等式入手，经过一系列的运算而导出待证的不等式，前者是“执果索因”，后者为“由因到果”，为沟通联系的途径，证明时，往往联合使用分析综合法，两面夹击，相辅相成，达到目的。
　　例5、已知x，y是正数，并且x+y=1，求
　　证：[image: image90.png]a+bas bz
p




　　分析：观察已知的式子结构和待证明的不等式的左边结构。即有证法一（常量代换）
　　[image: image91.png]arbusly
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　　证法二（均值定理）
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　　证法三（三角代换）
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　　例6、若a＞0，b＞0，[image: image94.png]


．求证a+b≤2，ab≤1．
　　分析：由条件[image: image95.png]


及待证的结论a+b≤2的结构入手，联想它们之间的内在联系，不妨用作差比较法或均值不等式或构造方程等等方法，架起沟通二者的“桥梁”．
　　证法一 (作差比较法)
　　[image: image96.png]35 b+3a56
=3lab(s-5)-2]
3lab(ab)-(5+5)]
3 (5+8) (a-5) <0,

B (sp)sz
M aeb20. FLA s+b<2.
B3 2.7 <aeb<a, FFLA ab





　　[image: image97.png]MRS (FERF
BEH 20, 520, s+b:

2= + ¥ 2N H absl
atb=all+h 11
Y1143k 11
141 B 4141
+
3 3
_LApHa 6
R
FRUA s+b<2, sb<l.

2




　　说明：充分发挥“1”的作用，使其证明路径显得格外简捷、漂亮．
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　　 证法三（分析法）
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　　此题除了可以利用课本上介绍的证明不等式的基本方法证明外，还有如下的证明方法。
　　证法四（放缩法）
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　　证法五 (反证法)
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　　证法六（代换法）
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　　证法七 (构造方程)
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　　证法八 (恰当的配凑)
　　[image: image104.png]EA 20, 520, s+b=2
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　　说明：此题用了八种不同的方法证明，这几种证法都是证明不等式的常用方法　
　　小结：
　　1、比较法是不等式证明中最基本、也是最常用、最重要的方法；比较法的一般步骤是：作差(商)→变形→判断符号(值)．
　　2、通过等式或不等式的运算，将待证的不等式化为明显的、熟知的不等式，从而使原不等式得到证明；反之亦可从明显的、熟知的不等式入手，经过一系列的运算而导出待证的不等式，前者是“执果索因”，后者是“由因导果”，为沟通联系的途径，证明时往往联合使用分析综合法，两面夹击，相辅相成，达到欲证的目的．
　　3、不等式的证明方法灵活多样，但比较法、综合法、分析法和数学归纳法（高三学习）仍是证明不等式的最基本方法．要依据题设、题断的结构特点、内在联系，选择适当的证明方法，要熟悉各种证法中的推理思维，并掌握相应的步骤，技巧和语言特点。
　　不等式的解法
　 （1）作用与地位
　　解不等式是求定义域、值域、参数的取值范围时的重要手段， 与“等式变形”并列的“不等式的变形”，是研究数学的基本手段之一。
　　高考试题中，对解不等式有较高的要求，近两年的考题中不等式知识占一定的比例。
　 （2）基本知识
　　1、一元一次不等式（组）及一元二次不等式（组）
　　解一元一次不等式（组）及一元二次不等式（组）是解其他各类不等式的基础，必须熟练掌握，灵活应用。
　　2、高次不等式
　　解高次不等式常用“数轴标根法”。
　　一般地，设多项式
　　[image: image105.png]Flx)=alra) bra) - (ra) (a#0)
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　　自右至左给这些区间编上顺序号，则当a>0时有：
　　①在奇数区间内，F(x)>0。
　　②在偶数区间内，F(x)﹤0 (如图)
　　[image: image106.png]



　　3、分式不等式
　　分式不等式的等价变形：
　　[image: image107.png]{/(X) g(xz0
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　　4、绝对值不等式
　　解绝对值不等式的常用方法
　　①讨论法：讨论绝对值中的式子大于零、等于零、还是小于零，然后去掉绝对值符号，转化为一般不等式。
　　②等价变形：解绝对值不等式常用以下等价变形
　　[image: image108.png]|xl<amr<so-ax<als>0)
|xl>amx>dmrrs

H x-al2>0)
—fRMA:
1£00) [<g(x) -l £l <a )
100 el < £(x>ela

& ) <mal)




　　例1、解下列不等式[image: image109.png]



　 （1）分析：这是一个分式不等式，分母有未知量，则通分变形。
　　[image: image110.png]10742
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　　[image: image111.png]= (e-1) [x+1) (r+2) (245) 20,
B -1, -2,




　　由图可知，原不等式的解集为：{x|x≤-5或-2﹤x﹤-1或0≤x≤1 }
　　[image: image112.png]



　　注：解高次不等式时，常采用数轴标根法，其做法是：先将每个因式分别等于零的根标在数轴上，然后按由上而下，由右向左的次序画图穿过各个零点，选出符合条件的区间。如有重因式，特别注意重因式的零点。
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　　例2、己知三个不等式：
　　[image: image116.png]



　　(1)若同时满足①、②的x值也满足③，求m的取值范围；
　　(2)若满足的③x值至少满足①和②中的一个，求m的取值范围。
　　分析：本例主要综合复习整式、分式不等式和含绝对值不等的解法，以及数形结合思想，解本题的关键弄清同时满足①、②的x值的满足③的条件是：③对应的方程的两根分别在(-∞,0)和[3,+∞)内。
　　解：记①的解集为A，②的解集为B，③的解集为C。
　　解①得A=（-1，3）；解②得B=[0，1)∪(2，4]，所以A∩B=[0,1)∪(2，3)
　 （1）同时满足①、②的x值也满足③，所以A∩B∈C[image: image117.png]



　　由f(x)的图象可知：方程的小根小于0，大根大于或等于3时，即可满足
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　　例3、求a,b的值，使得关于x的不等式[image: image121.png]


　的解集为[-1，2]。
　　分析：方程的根、函数的性质和图象都与不等式的解集密切相关，要善于把它们有机的联系起来。相互转化和相互变通。
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　　注：二次不等式在实数范围内的解集的端点值是相应二次方程的根。
　　例4、解下列关于x的不等式：[image: image123.png](1) 2 —(a+a")x+a® > 0(x e R);
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　　（1）分析：这是一个含有参数的二次不等式，首先要因式分解
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　　本题主要复习二次不等式与分式不等式的解法、分类讨论的思想。本题的关键将原不等式变形与等价转化，再根据需要定出分类方法。对于解含参数不等式，对参数的讨论要在适当的时候找准讨论的分值点，要不“重复”不“遗漏”。
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　　注：本题是一个典型的函数、方程、不等式的综合题。数形结合利于开拓思路。解题时要注意函数的定义域。　
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　　解：∵奇函数f(x)在（0，+∞）上是增函数，
　　∴f(x)在（-∞，0）上也是增函数。
　　又由f(1)=0得f(-1)=- f(1)=0
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　　说明：
　　1、这是一道比较综合的问题，考查很多函数知识，通过恰当换元，使问题转化为函数在闭区间上的最值问题。
　　2、从上述几个例子可以看出，在与二次函数有关的不等式问题时，如果针对题设条件，充分应用二次函数的图象，那么我们就找到了一种有效解题途径．
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　　本例主要复习函数、不等式的基础知识，绝对值不等式及不等式的证明技巧。基本思路先将函数不等式转化为代数不等式，利用绝对值不等式的性质及函数的性质解题。此题难度较大，特别是第二、三问，对探索问题和逻辑推理能力有较高的要求。
　　小结：
　　1．解不等式的核心问题是不等式的同解变形，不等式的性质则是不等式变形的理论依据，方程的根、函数的性质和图象都与不等式的解法密切相关，要善于把它们有机地联系起来，互相转化。在解不等式中，换元法和图解法是常用的技巧之一。通过换元，可将较复杂的不等式化归为较简单的、基本不等式。解含参数不等式时，对参数的讨论要在适当的时候找准讨论的分值点，要不“重复”不“遗漏”。
　　2．整式不等式(主要是一次、二次不等式（组）)的解法是解不等式的基础，利用不等式的性质及函数的单调性，将分式不等式、绝对值不等式等化归为整式不等式(组)是解不等式的基本思想，分类、换元、数形结合是解不等式的常用方法．方程的根、函数的性质和图象都与不等式的解密切相关，要善于把它们有机地联系起来，相互转化和相互变用。
　　不等式综合
　　当我们具备了函数、数列、三角函数等的知识储备后，进入列不等式领域，也便进入到了一个大综合的阶段，不等式的内容将方程、函数等内容有机结合在了一起，是高中数学的一个能力交汇点，其内容，不仅会在高考的基础题中档题中频繁出现，在最后的压轴题中，不等式的综合题也占了主流，本节课就不等式中常见的思想方法进行探讨。
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　　注意：此题的解法中体现了这样一种思想，即在函数思想的作用下，不等式和方程可得到有效统一，观察生活中不等是普遍的，相等是暂时的，但处理不等式问题，常常可以借助相等的那一瞬间，找出分界点，从而解决不等式问题，这一思想值得大家重视。
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　　分析：要求m，n，按方程的理论，应得到m，n的两个方程；于是需要寻找关于m，n的两个条件。而此题恰有两个条件，问题的关键就在于如何把所给的两个条件转化为m，n的方程。
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　　解完此题后，大家再来回顾本题的思想方法。
　　原题中有4个变数x、y、m、n，要找出m、n的关系，应该把x、y消去。
　　为消x，先突出x，把其余变数看成常数就是我们常说的先藏起来。这一现象大家可以用这样一句话来概括：上帝让谁死亡，先让谁疯狂。
　　或者是三十六计中的“欲擒故纵”法。要消哪个变量，先让这个变量“疯狂”起来。上面思路中，就是先让x“疯狂”起来，整个函数看成x的一个方程，由于此方程有解，所以判别式大于等于0，便消去了x，得到的结果①中就只有y、m、n，显然又要消去y，于是让y疯狂起来，把①式看成y的不等式，此不等式解为-1≤y≤7，便又将y消去，得到m、n的两个方程，这是数学上消元的常用方法之一，具有普遍性。
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　　解：将不等式以a为主元重新整理为：（x-1）a+x2-2x+1>0
　　令f（a）=（x-1）a+x2-2x+1
　　 此函数图像为直线，要使在a∈[-1，1]上，恒有f（a）>0，按直线的特征是需
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　　解此方程组，得：x<0或x>2 
　　注意：题中给出不等式对a∈[-1，1]成立，求x的范围，需把不等式看成以a为主元的不等式，借助函数思想求解。解法简单明快。
　　在此题中，函数思想的作用是巨大的，其实函数思想贯穿数学的各个领域，是大家应该重点掌握的思想方法。
　　此题中，若把条件换成x∈[-1，1]时，不等式x2+（a-2）x+1-a>0恒成立，求a的范围，就需要把x作为主元：
　　设f（x）= x2+（a-2）x+1-a
　　这是二次函数，其值在[-1，1]上恒为正，
　　需分三种情况讨论：[image: image153.png]<~18f, £(-1)>0
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　　此题结合图像考虑对称轴与[-1，1]的位置关系，是分类讨论的常见题型。
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　　此题为95年全国高考题的压轴题，是近几年高考题中难得的一个好题，题目中表现出的思想方法是值得认真研究的。
　　证明：
　　①∵-1≤x≤1时，|f(x)|≤1
　　 ∴|f(0)|≤1
　　又C=f(0) ∴|C|≤1
　　这里强调的是，高考题最后一个题是难题，拿满分是很难的，但得到其中一部分分并不难，此题的第1问正说明了这一点。
　　②下面用三种方法证明，每一种证法都很有代表性。
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　　方法二：
　　已知条件为二次函数，将一次函数转化为二次函数，便有：
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　　方法三：
　　二次函数在一个区间上有界，常常用区间端点及区间中点的函数值来表达二次函数的系数a、b、c。
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　　③分析：要求f(x)，即求a、b、c，需要知道3个条件，而题中只有一个条件可用，余下的两个条件需深刻把握题目背景，从潜藏的因素中寻找突破。
　　a>0， g(x)在[-1，1]上为增函数
　　∴ g(1)=2，即a+b=2
　　即f(1)-f(0)=2 ∴f(0)=f(1)-2≤-1
　　又由①得 f(0)≥-1 ∴f(0) =-1 即C=-1
　　当-1≤x≤1时，|f(x)|≤1 说明f(x)≥-1
　　即f(x)≥ f(0) 这一现象恰好说明f(x)对称轴为x=0 [image: image160.png]



　　注意：求出c=-1的方法是通过两边压迫的方式a≥b，a≤b 则有a=b这一方法，很有用武之地。
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