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第六讲　数列
 

　　概　述
　　知识网络
　　本章教材围绕“求数列的通项”和“数列求和”两条主线而展开，重点研究两个基本数列：等差数列和等比数列.知识结构和重要公式如下：
　　
 INCLUDEPICTURE "../../media_k/sx0101/kcjy/images0601/image001.gif" \* MERGEFORMAT 


　　

　　思想方法
　　1.熟练运用等差数列和等比数列的定义、通项公式、前n项和的公式和中项公式进行：①判断或证明已知条件的数列是等差数列还是等比数列？②求数列的通项公式及前n项的和；③已知中的三个求其余两个，是高考考查的重点.
　　2.运用等差数列和等比数列的性质解题，提高了解题的技巧性，拓展了解题的思路，多角度进行发散思维，做到灵活多变、一题多解.
　　3.函数思想：数列是定义域为{1，2，3，…，n,…}或其有限子集｛1，2，3，…,n｝[image: image2.png](neN)



上的特殊函数，其图像是平面直角坐标系内的一群孤立的点，因此，用函数的思想方法研究数列问题是最基本的思路.例如等差数列的公差[image: image3.png]


恰为其所在直线的斜率，前n项的和[image: image4.png]5, na,+%n(n—1)d :%n’ +(a,—%)n



，视为n的函数.
　　4.转化的思想：将一般数列转化为等差数列或等比数列是本章的基本方法.

　　复习内容

　　一、数列的概念
　　知识点归纳：　　 
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　　1.数列的定义：数列是定义在正整数集或其子集上的函数
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　　2.数列的通项公式，项数、项的概念
　　3.数列的表示方法：通项公式、列表、图像、递推公式。
　　4.前n项和的概念：前n项和Sn与an的关系，[image: image7.png][ se=n.
%18, - S 2ne W)
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　　注1. 已知Sn=f（n）,求an时，为什么要单独求a1呢？这是因为，数列｛an｝可表示为：a1,S2-S1,S3-S2,…,Sn-Sn-1,…，公式[image: image9.png]


只有在n≥2时才能成立，a1的值未必适合.
　　如：已知Sn=An2+Bn+C（A,B,C为常数）, 当C＝0时，an+1-an=常数，｛an｝是等差数列；当C≠0时，a1的值不适合[image: image10.png]


（n≥2），｛an｝不是等差数列
　　例题：
　　例1.（1）已知数列｛an｝的通项公式[image: image11.png]2+0.5
2-115




，则（an）max=　　　；（an）min= 　　　.
　　[答疑编号911060101]
　　答案：25；-23
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　　（2）已知数列｛an｝的通项公式[image: image13.png]


，且[image: image14.png]@y <y



对[image: image15.png]neN*



恒成立，则实数a的取值范围是　　　.
　　[答疑编号911060102]
　　答案：a < 3
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　　（3）已知数列｛an｝满足：①[image: image17.png]@y <y



；②[image: image18.png]2a, <@y +a,,;



（[image: image19.png]nz2neN"



），则an=　　　.（写出一个满足条件的数列即可）
　　[答疑编号911060103]
　　答案:n2（不唯一，只要满足题意即可）
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　　例2.在数列{an}中，已知a1 = 1, an​ = an－1+an－2+…+a2+a1（[image: image21.png]N=2,nEN"



），则此数列的通项公式是　　2n-2,n32;1,n=1　　.
　　[答疑编号911060104]
　　答案：[image: image22.png]La=1
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　　例3.数列{an}中，a1＝3，且[image: image24.png]T



（n是正整数），则数列的通项为an=　　　.
　　[答疑编号911060105]
　　答案：[image: image25.png]
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　　二、等差数列
　　知识点归纳：
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　　1.等差数列的定义：如果一个数列从第二项起，每一项与它的前一项之差都等于同一个常数，则这个数列是等差数列。
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　　2.等差数列的通项公式：[image: image31.png]


，[image: image32.png]nme N,



。
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　　3.等差数列的前n项和：[image: image34.png]
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　　要注意熟练运用通项公式和前n项和公式，等差数列中，[image: image36.png]a.d.na,.5,



这5个量，可知三求二。
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[image: image38.png]FEHRAT 0602-08





　　4.等差中项：若[image: image39.png]ab,ec



成等差数列，则[image: image40.png]


称为[image: image41.png]


的等差中项。
　　5.常用性质：
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　　（1）若公差[image: image43.png]d=0



，则此数列为递增数列；若公差[image: image44.png]d <0



，则此数列为递减数列。
　　（2）若正整数[image: image45.png]mn,p,k



满足[image: image46.png]mtn=p+k



，则[image: image47.png]+a, =a, +ay



；特别地，当[image: image48.png]m+n=2p



时，[image: image49.png]+a,

2a,



。
　　（3）若数列[image: image50.png]


是等差数列，则前n项和[image: image51.png]


也成等差数列，公差为[image: image52.png]nid



。
　　（4）[image: image53.png]a »0,d <0



，则[image: image54.png]


有最大值，可由[image: image55.png]2,20,
Gy <0



来确定n；也可由[image: image56.png]


来确定n。
　　（5）证明等差数列的方法是用定义。
　　例题：
　　例1.若[image: image57.png]


是等差数列，首项[image: image58.png]@ > 0,8y + @ > 0,850 dagy <0



，则使前n项和[image: image59.png]8,0



成立的最大自然数n是（　）。
　　[答疑编号911060301]
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　　A.4005　　B.4006　　C.4007　　D.4008
　　答：B
　　例2.设[image: image61.png]


是公差为正数的等差数列，若[image: image62.png]@ +ay+a; =15



，[image: image63.png]aa,a; =80



，则[image: image64.png]@y +ay, +ap;




（　）。
　　[答疑编号911060302]
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　　A.120　　B.105　　C.90　　D.75
　　答：B
　　解：[image: image66.png]15 = 3a,

15=a




，[image: image67.png]@@, =80= (e, - d)ay(a, +d) =80



，将[image: image68.png]


代入，得[image: image69.png]


，从而[image: image70.png]


。
　　例3.等差数列[image: image71.png]


的公差d=[image: image72.png]


，S100=145,求a1+a3+a5+…+a99的值。
　　[答疑编号911060303]
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　　法1：基本量 先求出a1=[image: image74.png]|3
10



，或50a1=-1165，代入即可。
　　法2：运用整体思想和方程的思想 设a1+a3+a5+…+a99=x,则
　　a2+a4+a6+…+a100=[image: image75.png](@ +d) +(ay +d) +{ag+d)+ " +(ag +d)



=x+50d.
　　所以，x= a1+a3+a5+…+a99=60 .
　　法3：由于[image: image76.png]


是等差数列，所以，
　　a1+a2+a3+a4+a5+…+a99+a100=50（[image: image77.png]a +ayy



）=145，由此得，[image: image78.png]a +ayy



=[image: image79.png]28
10



。
　　a1+a3+a5+…+a99=[image: image80.png](@ +a55) x50

2 = 25(a; +ag,)



=25（[image: image81.png]a +ayy



-d）=60. 
　　求解数列问题，不仅要对基础知识和方法进行多角度、深层次的发散思维，还体现了一些基本的数学思想在解题中的运用，是历年高考考查的热点。
　　例4.等差数列[image: image82.png]


中，[image: image83.png]


是它的前n项的和,且满足[image: image84.png]


，[image: image85.png]


，求[image: image86.png]


的最大值.
　　[分析]等差数列[image: image87.png]


的前n项和[image: image88.png]


=[image: image89.png]na,+%n(n—1)d:%dnu(a,—%d)n



，在d≠0时，是关于n的二次函数。求[image: image90.png]


的最大值,即求这个二次函数的最大值。
　　[答疑编号911060304]
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　　[image: image92.png]



　　[解法1]因为[image: image93.png]


，[image: image94.png]


，所以，[image: image95.png]3x13+%x3x2d:11x13+%x11x10d,



解得d=-2, 
　　即[image: image96.png]


=15-2n.
　　故[image: image97.png]


=13n+[image: image98.png]%n(n*l)X(*Z)




　　=[image: image99.png]Mn—n® ==(n-7)* +49,




　　因此，当n=7时，[image: image100.png]


取得最大值49。
　　[解法2]解得d=-2, 即[image: image101.png]


=15-2n.数列｛[image: image102.png]


｝的首项大于0，公差小于0，必存在某一项[image: image103.png]


，满足[image: image104.png]{am‘:1372n <0



解之得，6.5＜n≤7.5,取n=7. 
　　因此，当n=7时，[image: image105.png]


取得最大值49。
　　以上两种解法，是求等差数列前n项和[image: image106.png]


最大值的基本思路。但以下两种想法简捷明了，更能体现出数列作为函数的的几何特征和单调性。
　　解法3：因为，[image: image107.png]
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，当d＜0时，其图象是过原点且开口向下的一条抛物线上一群孤立的点，所以，[image: image109.png]n:xn:%(3+11):7




　　例5.已知两个等差数列{an}和{bn}的前n项和分别为An和Bn，且[image: image110.png]4, _Tn+45
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，则使得[image: image111.png]


为整数的正整数n的个数是（　）。
　　[答疑编号911060305]
[image: image112.png]7 0603-05
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　　A.2　　B.3　　C.4　　D.5
　　答：D

　　三、等比数列
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　　知识点归纳：
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　　1.等比数列的定义：如果一个数列从第二项起，每一项与它的前一项的比值都等于同一个常数，则这个数列就叫做等比数列。这个常数叫等比数列的公比。（[image: image117.png]


）

[image: image118.png]



　　2.等比数列的通项公式：[image: image119.png]


，[image: image120.png]


；
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　　3.等比数列的前n项和：[image: image124.png]



[image: image125.png]



　　要注意熟练运用通项公式和前n项和公式，等比数列中，a1,q,n,an,sn这5个量，可知三求二。
　　4.等比中项：若[image: image126.png]ab,ec



成等比数列，则b称为[image: image127.png]


的等比中项。[image: image128.png]


；正数[image: image129.png]


的等比中项为[image: image130.png]


。
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　　5.常用性质：等比数列[image: image132.png]


中，
　　（1）若正整数[image: image133.png]mn,p,k



满足[image: image134.png]mtn=p+k



，则[image: image135.png]


；特别地，当[image: image136.png]m+n=2p



时，[image: image137.png]


。
　　（2）若数列[image: image138.png]


是等比数列，前n项和[image: image139.png]


非0，则他们也成等比数列，公比为[image: image140.png]


。
　　（3）证明等比数列的方法。
　　例题：
　　例1. 设{an}是由正数组成的等比数列，公比q = 2，且a1a2a3…a30 = 230，那么a3a6a9…a30 =_。
　　答：_220___. 
　　[答疑编号911060501]
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[image: image142.png]FEHRAET 0605-02





　　例2.设正项等比数列{an}的首项[image: image143.png]


，前n项和为Sn，且[image: image144.png]21085 = (20 + 1Sy +5y,





　　[答疑编号911060502]
　　（Ⅰ）求{an}的通项； （Ⅱ）求{nSn}的前n项和Tn.
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　　本小题主要考查等比数列的基本知识，考查分析问题能力和推理能力，
　　解：（Ⅰ）由[image: image146.png]285 — (20 + DSy + 5y




得[image: image147.png]



　　即[image: image148.png]2"(a
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12 R




　　可得[image: image149.png]10 10,
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　　因为an>0，所以[image: image150.png]210410




解得[image: image151.png]


，因而[image: image152.png]
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　　（Ⅱ）因为{an}是首项[image: image155.png]


、公比[image: image156.png]


的等比数列，故
　　[image: image157.png]



　　则数列{nSn}的前n项和[image: image158.png]1.2
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　　前两式相减，得[image: image160.png]T, _1 1
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　　　　　　　　　　 [image: image161.png]



　　即[image: image162.png]



　　例3.在等比数列中，已知[image: image163.png]


，则[image: image164.png]a’ +a ++a}



的值为（ ）。
　　[答疑编号911060504]
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 （D）[image: image169.png](-1



 
　　例5.（05北京理科19）设数列{an}的首项a1=a≠[image: image170.png]ENE



，且[image: image171.png]4

=

Sa, wofEs
o+ Lo



, 记[image: image172.png]


，n＝l，2，3，…·.
　　[答疑编号911060505]
　　（I）求a2，a3；

[image: image173.png]FEHRAT 0605-07





　　（II）判断数列{bn}是否为等比数列，并证明你的结论；
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　　（III）求[image: image175.png]Um (b +by + b+ +b,)



.
　　解：（I）a2＝a1+[image: image176.png]ENE



=a+[image: image177.png]ENE



，a3=[image: image178.png]


a2=[image: image179.png]ENE



a+[image: image180.png]


；
　　（II）∵ a4=a3+[image: image181.png]ENE



=[image: image182.png]ENE



a+[image: image183.png]


, 所以a5=[image: image184.png]ENE



a4=[image: image185.png]ENE



a+[image: image186.png]


,
　　所以b1=a1－[image: image187.png]ENE



=a－[image: image188.png]ENE



, b2=a3－[image: image189.png]ENE



=[image: image190.png]ENE



（a－[image: image191.png]ENE



）, b3=a5－[image: image192.png]ENE



=[image: image193.png]ENE



（a－[image: image194.png]ENE



）,
　　猜想：{bn}是公比为[image: image195.png]


的等比数列·
　　证明如下：因为bn+1＝a2n+1－[image: image196.png]ENE



=[image: image197.png]ENE



a2n－[image: image198.png]ENE



=[image: image199.png]ENE



（a2n－1－[image: image200.png]ENE



）=[image: image201.png]ENE



bn, （n∈N*）
　　所以{bn}是首项为a－[image: image202.png]ENE



, 公比为[image: image203.png]


的等比数列·
　　[image: image204.png]lim (b, +5, +- +5,) =lim




　　（III）.

　　四、求和
　　知识点归纳：
　　1.等差数列求和的方法——倒写求和。
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　　2.等比数列求和的方法——错位相减法。（注意对等比数列的公比q=1和q≠1讨论）
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　　3.非等差、等比数列前n项的和，利用倒序相加法、裂项法或错位相减法等求和。
　　4.常用公式：①1+2+3 …+n =[image: image208.png]


　②[image: image209.png]124224324




 
　　③[image: image210.png]14243





　　例题：
　　例1.数列{an}的前n项和为[image: image211.png]


，若[image: image212.png]ay=——
D)



，则[image: image213.png]


等于（ ）。
　　[答疑编号911060601]
　　A.1　　B.[image: image214.png]


　　C.[image: image215.png]


　　D.[image: image216.png]


 
　　答：B
　　例2.已知[image: image217.png]*a™ b+ @B 4 ab™ B (neNTa > 0,b > 0)




 .
　　原题目为【（Ⅰ）当[image: image218.png]


时，求数列{un}的前n项和[image: image219.png]


； （Ⅱ）求[image: image220.png]


.】
　　[答疑编号911060602]
[image: image221.png]- FEKRAET 0606-04

% a1 B ot

A= =y -t





　　（I）解：当[image: image222.png]-Da*



，这时数列{an}的前n项和
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　　若[image: image224.png]
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.
　　若[image: image226.png]
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　　（II）解：当a=b时，[image: image228.png]
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　　若[image: image232.png]a>hb>0
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.
　　若[image: image234.png]brax>0,
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　　五、递推数列
　　知识点归纳：
　　如果已知数列的第一项（或前几项），且任一项an与它的前一项an－1（或前几项）间的关系可以用一个公式来表示，那么这个公式叫做这个数列的递推公式。递推公式也是给出数列的一种方法。
　　由数列的递推公式找通项公式的常见形式
　　1.已知数列{an}满足： a1＝a，且an＋1－a＝f（n），求{an}的通项公式。
　　2.已知数列{an}满足：a1＝a，且[image: image236.png]L)
@



，求{an}的通项公式。
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　　3.已知数列{an}满足：a1＝a，且an＋1 ＝pan＋q（p、q为常数，且p≠0，q≠0），求{an}的通项公式。
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　　4.已知数列{an}满足： a1＝a，a2＝b，且an＋2＝pan＋1＋qan（p、q为常数），求{an}的通项公式。
　　例题： 
　　例1.（1）在数列｛an｝中，若a1＝1,an＋1＝2an＋3 （n≥1）,则该数列的通项an＝ __。
　　答：2n＋1－3
　　[答疑编号911060701]
　　例2.已知数列{an}的前n项和Sn满足：Sn＝2an ＋（－1）n,n≥1.
　　[答疑编号911060702]
　　⑴写出求数列{an}的前3项a1,a2,a3；
　　⑵求数列{an}的通项公式；
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　　例3.设数列｛an｝的前n项的和[image: image244.png]L 2
3 3




，[image: image245.png]1,23





　　[答疑编号911060703]
　　（Ⅰ）求首项[image: image246.png]


与通项an；
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　　（Ⅱ）设[image: image250.png]


，[image: image251.png]1,23




，证明：[image: image252.png]o




　　解：（I）[image: image253.png]


，解得：a1＝2 
　　[image: image254.png](- )
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　　所以数列{an＋2n}是公比为4的等比数列
　　所以： an＋2n＝（a1＋21） ×4n－1得： an＝4n－2n（其中n为正整数）
　　（II）[image: image256.png]4 = g ity 2_ 2iona *
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　　[image: image257.png]



　　所以：[image: image258.png]



　　例4.数列{an}满足a1＝1且8an＋1an－16an＋1＋2an＋5＝0（n≥1）记[image: image259.png]



　　（Ⅰ）求b1、b2、b3、b4的值；
　　（Ⅱ）求数列{ bn}的通项公式及数列{an bn}的前n项和Sn
　　解法一：（I）[image: image260.png]
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　　[image: image262.png]



　　（II）由[image: image263.png]1 RASERR




整理得
　　[image: image264.png]


故[image: image265.png]



　　又由a1=1有b1=2所以[image: image266.png](6, - DRETN, oty = VBB




　　[image: image267.png]


，[image: image268.png]
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　　例5.已知数列{an}中， Sn是其前n项和，并且Sn＋1=4an＋2（n=1,2,…），a1=1，
　　（1）设数列bn=an＋1－2an（n=1,2,……），求证：数列{ bn}是等比数列；
　　（2）设数列[image: image270.png])



，求证：数列{cn}是等差数列；
　　（3）求数列{an}的通项公式及前n项和。
　　解：（1）由Sn+1＝4a n+2，S n+2＝4a n+1＋2，两式相减，得S n+2－S n+1＝4（a n+1－an），即a n+2＝4a n+1－4a n.（根据b n的构造，如何把该式表示成b n+1与b n的关系是证明的关键，注意加强恒等变形能力的训练）
　　a n+2－2a n+1＝2（a n+1－2a n），又b n＝a n+1－2a n，所以b n+1＝2b n　　　 ①
　　已知S2＝4a1＋2，a1＝1，a1＋a1＝4a1＋2，解得a2＝5，b1＝a2－2a1＝3　　 ②
　　由①和②得，数列{bn}是首项为3，公比为2的等比数列，故bn＝3·2n－1.
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　　当n≥2时，Sn＝4an－1＋2＝2 n－1 （3n－4）＋2；当n＝1时，S1＝a1＝1也适合上式.
　　综上可知，所求的求和公式为Sn＝2 n－1 （3n－4）＋2. 
PAGE  
34
中小学视频课程集锦：http://zk.ikaoti.cn/shop/zxx.htm


