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第七讲　不等式
 

　　一、不等式的基本性质

　　1.实数的基本性质
　　（1）设a，b∈Ｒ，则a＞b，a=b，a＜b三者必居其一.
　　（2）[image: image1.png]a=boazb,



且a≤b.
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　　（3）设a，b∈Ｒ，则[image: image3.png]a>bsa-b>0



；
　　　　　　　　　　　 [image: image4.png]


；
　　 　　　　　　　　　[image: image5.png]a<bea-b<0



.
　　 设a，b∈Ｒ，且b＞0，则[image: image6.png]a>boLsl
N



；
　　 　　　　　　　　　　　[image: image7.png]a=p el



；
　　 　　　　　　　　　　　[image: image8.png]a<bola
N



.
　　说明：关于≤，≥两个符号的意义：[image: image9.png]ashSa<bm




；
　　　　　　　　　　　　　　　　　　[image: image10.png]azbSa>b




.
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　　2.不等式的基本性质
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　　（1）[image: image16.png]a<bSbra



；
　　（2）[image: image17.png]a<bb<coa<c



（传递性）；
　　（3）[image: image18.png]a<bhSate <hb+e



.
　　推论1.[image: image19.png]a <b,c <d =>a+c <b+d



（不等式的加法运算）.
　　推论2.[image: image20.png]@ <biay <by,a, <b,Daytay+-+a, <b+b+o+b



.
　　推论3.[image: image21.png]a<berd=a-c<b-d



（不等式的减法运算）.
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　　（4）[image: image25.png]a <b,c>0=ac<be, a<bec<0=ac>bc



.
　　[image: image26.png]ab>0 aspell



.
　　推论1.[image: image27.png]0<a<b,0<c<d=ac<bd



（不等式的乘法运算）.
　　推论2.[image: image28.png]0<a <b,0<a, <b,0<a, <b Daa, a <bp b



.
　　推论3.[image: image29.png]0<acbosrds»0=lcl
-



（不等式的除法运算）.
　　（5）[image: image30.png]O<a<b=>a" <b" (nel)



（不等式的乘方运算）.
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　　（6）[image: image32.png]O<a<b=4a < (n>lLned)



（不等式的开方运算）.
　　说明：性质（5）中的n可推广到任意正实数.

　　二、几个重要的不等式
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　　1.若a，b∈Ｒ，则a2＋b2≥2ab（当且仅当a=b时取等号）.
　　推论1.若a，b∈Ｒ，则[image: image34.png]a* +5" 2 2|ab|



（当且仅当[image: image35.png]


时取等号）.
　　说明：[image: image36.png]a* +b" 2 2|ab| 2 2ab



.
　　推论2.若a，b∈Ｒ，则[image: image37.png]2 4 p?
a+b?

2@ty

)




（当且仅当a＝b时取等号）.
　　推论3.若a，b∈Ｒ＋，则[image: image38.png]Jak



（当且仅当a＝b时取等号）
　　2.若a，b∈Ｒ＋，则a3＋b3＋c3≥3abc（当且仅当a＝b＝c时取等号）
　　推论1.若a，b∈Ｒ＋，则[image: image39.png]atotc

> Yabe



（当且仅当a＝b＝c时取等号） 
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　　3.柯西不等式
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　　若a1，a2…an∈Ｒ，b1，b2…bn∈Ｒ，则
　　[image: image42.png](ahy +aghy + +ab,) = (af +a3 +-+ap )b +5] +--+7)



.
　　即[image: image43.png][’Z}a,b, ]2 = (’z:;a,’)(éb})



.
　　柯西不等式的证明：令[image: image44.png]F@) = (@x+b)* +(@x+b) + +(ax+5)



，则对任意的x∈Ｒ，[image: image45.png]fx)z0



恒成立，
　　而[image: image46.png]@ +a3 + +a)x" + 2Aahy +aghy +-+ab)x+ (B HB] B





　　因为[image: image47.png]af +ai +-+al 20



，所以，当[image: image48.png]af +ai+-+a; >0



时，
　　[image: image49.png]A=dlab +aby o tab) —da) tag +o+a) B o +B)=0




　　即[image: image50.png](ahy +aghy + +ab,) = (af +a3 +-+ap )b +5] +--+7)



成立；
　　当[image: image51.png]af +ai+-+a; =0



时，[image: image52.png]


，显然不等式成立.
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　　4.已知x，y∈Ｒ+，设，S＝x＋y，T＝xy则
　　当S＝x＋y为常数时，当且仅当x＝y时，T＝xy取得最大值[image: image56.png]


；
　　当T＝xy为常数时，当且仅当x＝y时，S＝x＋y取得最小值[image: image57.png]


.
　　说明：利用均值不等式求函数最值时：注意：①一正二定三取等；
　　②积定和小，和定积大.

　　三.绝对值不等式
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　　1.绝对值的定义：　　　.
　　 根据绝对值定义得：
　　　（1）[image: image59.png]a, a>0,
la]=50, a=0,
—aa<0




　　　　　（2）[image: image60.png]


，则①[image: image61.png]<as-a<x<a



； ②[image: image62.png]


；
　　　　　（3）[image: image63.png]


；
　　　　　（4）[image: image64.png]


.
　　 2.运算性质：
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　　 （1）[image: image68.png]



　　 （2）[image: image69.png]la
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，（[image: image70.png]bz0



）
　　 （3）[image: image71.png]


；
　　 　　 [image: image72.png]


.
　　 推论：[image: image73.png]oy +ay -+, | <o+ fag |+




.

　　四、证明不等式常用方法：
　　（1）比较法：作差比较：[image: image74.png]



　　作差比较的步骤：
　　⑴作差：对要比较大小的两个数（或式）作差。
　　⑵变形：对差进行因式分解或配方成几个数（或式）的完全平方和。
　　⑶判断差的符号：结合变形的结果及题设条件判断差的符号。
　　注意：若两个正数作差比较有困难，可以通过它们的平方差来比较大小。
　　例6.(1)若[image: image75.png]


是不全相等的正实数，求证：
　　[答疑编号911070101]
　　[image: image76.png]48+t atbrc  fabtac the
3 3 3



。
　　例6.
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　　（2）已知a＞0，b＞0,c＞0，求证[image: image78.png]b e atdee
aHe > (abe) T



。
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　　[答疑编号911070103]
　　（2）综合法：由因导果。
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　　例7.已知a，b，c∈R，求证：[image: image81.png]A 4o 4T + T+ 22 (a+h+e)
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　　[答疑编号911070104]
　　例8.已知0＜x＜1，求证：[image: image84.png]


。
　　[答疑编号911070105]
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　　例9.已知[image: image86.png]a.ay,

a,

=0



，且[image: image87.png]@ +ay+Ha, =



，求证：[image: image88.png]



　　[答疑编号911070106]
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　　例10.已知[image: image90.png]


，其中[image: image91.png]


都是正数（[image: image92.png]


），求证：
　　[答疑编号911070107]
　　[image: image93.png]


 

　　（3）分析法：执果索因。基本步骤：要证……只需证……，只需证……
　　例11.已知a＞0，b＞0，2c＞a＋b求证：
　　[答疑编号911070301]
　　（1）c2＞ab ；（2）[image: image94.png]N —ab <a <otfet —ab




。
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　　例12.已知RtΔABC的三条边的边长分别为a，b，c，c为斜边，求证：
　　[答疑编号911070302]
　　（1）当n＞2时， an＋bn＜cn；（2）当n＜2时，an＋bn＞cn。

[image: image96.png]. FEEET or0s-02
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　　（4）反证法：正难则反。
　　例13.已知0＜a＜1，0＜b＜1，0＜c＜1求证：（1－a）b，（1－b）c，（1－c）a中至少有一个不大于[image: image97.png]Rl




　　[答疑编号911070303]
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　　（5）放缩法：将不等式一侧适当的放大或缩小以达证题目的。
　　放缩法的方法有：
　　（1）添加或舍去一些项，如：[image: image99.png]Ja* +15|a|



；[image: image100.png]fals +1) >




　　（2）将分子或分母放大（或缩小）
　　（3）利用基本不等式，如：[image: image101.png]g 31155 < (£ B3 19 15 <ig VT6 =lg 4



；
　　[image: image102.png]Rt <w




　　（4）利用常用结论：
　　Ⅰ、[image: image103.png]1 1



；
　　Ⅱ、[image: image104.png]1 1 1
< R
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；[image: image105.png]1,1 1 1t
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　　Ⅲ、[image: image106.png]1
T-DEk+1)

-1



； 
　　例14.求证[image: image107.png]


。
　　[答疑编号911070304]
　　答案：[image: image108.png]



　　例15.设[image: image109.png]= IX2 442534 faln + 1)




，求证：[image: image110.png]2
oD o 4D
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。
　　[答疑编号911070305]
　　答案：[image: image111.png]3+4 ntntl
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　　例16.求证[image: image112.png]2 +1-1) <1+%+%+ % <2fn (ne N



。
　　[答疑编号911070306]
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　　例17.已知[image: image114.png]sinl_ sin2 sinn

SEL N
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，求证对于任意的正整数[image: image115.png]


，当[image: image116.png]m>n



时，[image: image117.png]


。
　　[答疑编号911070307]
　　答案：[image: image118.png]sin(e+1) | sin(e+2) | sinm
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　　（6）换元法：换元的目的就是减少不等式中变量，以使问题化难为易，化繁为简，常用的换元有三角换元和代数换元。
　　例18.已知x2+y2≤1求证：[image: image119.png]


。
　　[答疑编号911070308]
[image: image120.png]- FERET o0703-05
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　　例19.若实数x，y满足x2－2xy＋2y2＝2，求证：[image: image121.png]


。
　　[答疑编号911070309]
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　　例20.已知0＜x＜1，求证：[image: image123.png]


。
　　[答疑编号911070310]
　　（7）构造法：通过构造函数、方程等来证明不等式；
　　答案：[image: image124.png]VU=x<liUal-x<l
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　　例21.求证[image: image125.png]lottl _ e+l
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。
　　[答疑编号911070311]
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　　五、解不等式
　　1.熟练掌握一元一次不等式和一元二次不等式的解法
　　①解关于x的不等式m2x－2x＞2－3m－mx
　　[答疑编号911070314]
　　②已知不等式ax2＋5x＋b＞0的解集为[image: image127.png]b

1 1
Lexs
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，求a，b
　　[答疑编号911070315]
　　③已知不等式ax2＋（a－1）x＋a－1＜0对所有的实数x都成立，求a的取值范围
　　[答疑编号911070316]
　　2.形如（x－x1）（x－x2）…（x－xn）＞0的高次不等式（数轴标根，穿线）
　　①（x2－4x－5）（x2－4）≤0 
　　[答疑编号911070317]
[image: image128.png]. FEEET o105-08
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　　②（x－5）5（x＋2）4（x＋1）3（x－1）2（x＋4）＞0 
　　[答疑编号911070318]
[image: image129.png]- FSEET 0103-09
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　　④（x＋3）（x－2）2（x＋1）2（x－1）≥0 
　　[答疑编号911070319]
　　3.分式不等式（基本思想是把分式不等式化归为与他同解的整式不等式）
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　　①[image: image131.png]2
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　　　②[image: image132.png]



　　③[image: image133.png]


　　 ④[image: image134.png]22 =3x42
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　　⑤[image: image135.png]


　　⑥[image: image136.png]



　　⑦解关于x的不等式[image: image137.png]



　　4.无理不等式
　　（解无理不等式的关键是将无理不等式等价转化为有理不等式，为了完成这个转化，常用乘方的方法去掉根号。解无理不等式的注意事项是要保证根式有意义）
　　①[image: image138.png]
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　　②[image: image140.png]J21-4x-x7 <2(x+1)
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　　③[image: image142.png]ex—1-+x+2 50




　　④[image: image143.png](x-x+220




　　5.指数和对数不等式
　　（解指数和对数不等式的关键是利用换元或指对函数的性质，将其转化为代数不等式，在解的过程中必须特别要注意未知数的取值范围及指数、对数函数的增减性）.
　　指数不等式的解法主要有同底法、换元法、取对数法等等
　　①[image: image144.png]
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　　对数不等式的解法主要有同底法和换元法等，在解对数不等式时，除了要注意使对数有意义的未知数的取值范围外，还要注意对数的运算法则和换底公式的应用）
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　　6.含有绝对值的不等式的解法
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　　定理1：不等式[image: image151.png]|#(x) < )



与不等式[image: image152.png]- glx) < f{x) < glx)



同解
　　定理2：不等式[image: image153.png]|#(z) > glx)



与不等式[image: image154.png]Flx) > glx)



或[image: image155.png]Flx)<—glx)



同解
　　解绝对值不等式的方法是：（1）利用上述同解定理；（2）两边平方；（3）分情况讨论
　　[答疑编号911070320]
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