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第五讲　双曲线
 

　　【知识要点】
　　1.双曲线的定义
　　第一定义：平面内到两定点F1,F2距离之差的绝对值为常数2a（0＜2a＜|F1F2|）的点的轨迹.
　　解读：对于||MF1|－|MF2||＝2a，当2a＜|F1F2|＝2c时，M点轨迹为双曲线；
　　当2a＝|F1F2|时，M点轨迹是两条射线；当2a＞|F1F2|时，M点轨迹不存在.
　　在利用双曲线定义求动点轨迹时，如果去掉了绝对值，则表示双曲线的一支.
　　第二定义：平面内到一定点F与到一定直线l的距离之比为常数e（e＞1）的点的轨迹.
　　注：利用定义求动点轨迹或求两线段和或差的最值.
　　2.双曲线的方程
　　标准方程：焦点在x轴：
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；焦点在y轴：.
　　参数方程：焦点在x轴：[image: image2.png]x=asectd
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；焦点在y轴：[image: image3.png]{‘:““‘9<m§§&>.
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　　3.双曲线的几何性质 

	标准方程
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	图像
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	范围
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	对称性
	关于x轴、y轴均对称，关于原点中心对称

	顶点坐标
	A1（－a,0）,A2（a,0）
	A1（0, －a）,A2（0,a） 

	焦点坐标
	F1（－c,0）,F2（c,0） 
	F1（0, －c）,F2（0,c） 

	轴长
	实轴长2a，虚轴长2b 

	焦距
	2c

	a,b,c关系
	c2＝a2＋b2

	离心率
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	准线
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	渐近线
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	焦半径（点P（x0,y0）为双曲线上任一点）
	P在右支时：[image: image15.png]


；
P在左支时：
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	P在上支时：[image: image17.png]| PR,




；
P在下支时：
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	通径
	过焦点且垂直于实轴的弦
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	焦点三角形
	以两焦点及双曲线上任一点为顶点的三角形
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　　注：交在一支上的最短焦点弦为通径 [image: image21.png]27



；交在两支上的最短弦为2a.
　　4.与双曲线有关的问题
　　1>双曲线方程的求法
　　a.若不能明确焦点在哪个轴上，设双曲线方程为mx2＋my2＝1（mn＜0）；
　　b.与双曲线[image: image22.png]


有共同渐近线的双曲线方程可设为[image: image23.png]


；
　　c.与双曲线[image: image24.png]


有共同焦点的双曲线方程可设为[image: image25.png]


；
　　d.若已知渐近线方程为mx+ny=0，则双曲线方程可设为[image: image26.png]


；
　　e.等轴双曲线：实轴与虚轴相等的双曲线，其离心率[image: image27.png]


，其方程可设为[image: image28.png]


；
　　f.共轭双曲线：以已知双曲线的实轴为虚轴，虚轴为实轴的双曲线.
　　2>直线与双曲线的位置关系及判定方法
　　a.位置关系：相交（1个交点或2个交点）、相切、相离；
　　b.判定方法：联立方程，消元.利用判别式△判断.注意：二次项系数不能为0，特别当直线与双曲线有一个交点时，等价于△=0或直线与渐近线平行；
　　c.弦长可利用两点间距离公式或弦长公式计算；弦中点问题一般采用点差法.

　　【经典例题】
　　【例题1·选择题】已知双曲线[image: image29.png]=1@>0,6>0)



的两条渐近线均和圆C:x2＋y2－6x＋5＝0相切，且双曲线的右焦点为圆C的圆心，则该双曲线的方程为（ ）.
　　A.[image: image30.png]


　　　　　　　B.[image: image31.png]



　　C.[image: image32.png]


　　　　　　　D.[image: image33.png]
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　　『正确答案』A
　　『答案解析』
　　双曲线的渐进线为[image: image35.png]-
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，将圆C的方程化为标准形式为[image: image36.png](x—3)" +y°
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　　即圆心为C（3,0），半径为2.故双曲线的焦点为（3,0）, ∴a2＋b2＝9.
　　又双曲线的渐近线为圆C的切线，[image: image37.png]


，所以a2＝5,故选A.


　　【例题2·选择题】设双曲线的一个焦点为F，虚轴的一个端点为B，如果直线FB与该双曲线的一条渐近线垂直，那么此双曲线的离心率为（ ）.
　　A.[image: image38.png]


　　　　　　　　B.[image: image39.png]



　　C.[image: image40.png]V3+1



　　　　　　 D.[image: image41.png]
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　　『正确答案』D
　　『答案解析』
　　设双曲线的方程为[image: image43.png]=1@>0,6>0)



，不妨设F（c，0），B（0，b），则[image: image44.png]



　　又渐近线斜率为[image: image45.png]


，所以[image: image46.png]4
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　　即[image: image47.png]


解得：[image: image48.png]


，故选D.


　　【例题3·计算题】已知A（3,2），M是双曲线[image: image49.png]


上的动点，[image: image50.png]


是H的右焦点，求[image: image51.png]!
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的最小值及此时M的坐标.
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　　『正确答案』[image: image53.png]


；[image: image54.png]



　　『答案解析』
　　依题知双曲线的离心率e＝2，[image: image55.png]s Y Y P/
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　　即[image: image57.png]!
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的最小值为A到直线[image: image58.png]



　　的距离，也就是[image: image59.png]


.
　　此时M点的坐标为[image: image60.png]


.
　　[image: image61.png]


 



　　【例题4·填空题】设双曲线的中心、右焦点、右顶点、右准线与x轴的交点依次为O、F、A、H，当[image: image62.png]HF 22| 4F



 时，[image: image63.png]


的最大值为 　　　　.

　　[image: image64.png]
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　　『正确答案』[image: image65.png]



　　『答案解析』根据题意可知[image: image66.png]
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　　解得：[image: image68.png]



　　要求[image: image69.png]


的最大值即求函数[image: image70.png]fle)=e—-
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在（1,2]上的最大值.
　　由于[image: image71.png]fle)=e—-
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在（1,2]上为增函数，所以[image: image72.png]


的最大值为[image: image73.png]f@=






　　【例题5·计算题】已知A、B是双曲线[image: image74.png]


右支上两点.
　　（1）若AB过右焦点F2，且[image: image75.png]


求△ABF1的周长（F1为左焦点）；
　　（2）若弦AB的中点到y轴的距离为4，求|AB|的最大值.

　　[image: image76.png]


[答疑编号2510050202]

　　『正确答案』8+2m；8
　　『答案解析』（1）∵ A、B在双曲线的右支上 [image: image77.png]| AR | —| AF, || BF, |— | BF, |=2a




　　又AB过右焦点F2，[image: image78.png]AP, |+ |bF, S A |=m=| AR |+ |DbF





　　△ABF1的周长为[image: image79.png]| APy [+| 55, |+ AR [ +| 55

+am




　　（2）依题知[image: image80.png]


 设[image: image81.png]A(x., v,).5(x,.¥,)




　　则A、B到右焦点的距离分别为[image: image82.png]-
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　　又弦AB中点到y轴的距离为4，∴x1+x2=8即[image: image84.png]x‘+>a:x§m,1m+wp1\:%xx—4:x
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即AB过右焦点F2时，|AB|取得最大值8.


　　【例题6·计算题】若F1,F2为双曲线[image: image86.png]


的左、右焦点，O为坐标原点，P在双曲线的左支上，点M在右准线上，且满足[image: image87.png]


 
　　（1）求此双曲线的离心率；
　　（2）若此双曲线过[image: image88.png]


 ，求双曲线的方程；
　　（3）若过[image: image89.png]


的双曲线的虚轴端点分别为B1、B2（B1在y轴正半轴上），点 A、B在双曲线上，且[image: image90.png]


求[image: image91.png]


时，直线AB的方程.

　　[image: image92.png]
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　　『正确答案』2；[image: image93.png]



　　『答案解析』（1）[image: image94.png]EO//IPM .FO=PM,



 即四边形F1OMP为平行四边形.
　　又[image: image95.png]oM
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的角平分线，即四边形F1OMP为菱形.
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即[image: image98.png]


 解得：e=2或e=-1（舍去），即双曲线的离心率为2.
　　（2）由[image: image99.png]



　　又双曲线过点[image: image100.png]


即双曲线方程为[image: image101.png]



　　（3）依题得：[image: image102.png]B (0.3).B,(0.-3) ,




三点共线
　　设直线AB的方程为[image: image103.png]



　　[image: image104.png]B G- +6kc—18=0





　　由[image: image105.png]


的渐近线为[image: image106.png]


可知：
　　当[image: image107.png]


时，直线与双曲线只有一个交点，不符合题意，即[image: image108.png]
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　　化简得：[image: image110.png]


即直线AB的方程为[image: image111.png]




　　【思考题】过双曲线[image: image112.png]


的右焦点F的直线交双曲线于A、B两点，若|AB|=4，则这样的直线有 　　　　条.

　　[image: image113.png]
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　　『正确答案』3
　　『答案解析』将双曲线化为标准方程得：[image: image114.png]



　　若AB只与双曲线的右支相交，|AB|的最小距离是通径，长度为4，此时满足条件的直线只有一条；
　　若AB与两支均相交，此时|AB|的最小距离即两端点之间的距离2a=2，无最大距离.
　　结合双曲线的对称性可知，满足条件的直线有2条.
　　综上可知，这样的直线共3条. 
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