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第三讲　直线与圆的有关问题
 

　　【知识要点】
　　1.直线的方向向量：基线与直线平行或重合的向量.
　　说明：一条直线有无数个方向向量，若直线的方向向量为
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，则斜率.
　　【注】直线的参数方程[image: image2.png]T o



，在解题的过程中，一般需要通过消去参数将直线的参数方程转化为一般方程. 
　　2.直线系与圆系
　　（1）直线系
　　Ⅰ.定点（x0,y0）的直线系[image: image3.png]YTV =X
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　　Ⅱ.与直线Ax＋By＋C＝0[image: image4.png]TTHREBZER: A+ By +C'=0(C"= C)

FEEMESE, Br-Ady+C





　　Ⅲ.过直线[image: image5.png]UL Ax+5,y+C, =0



交点的直线系方程：
　　[image: image6.png](Ax+ 5 y+C)+AlAx+5,y+C,)




（该直线系不含l2）
　　（2）圆系
　　Ⅰ.两圆[image: image7.png]Cxtry + D+ Ey+ B
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相交于A、B两点，则过A、B两点的圆系方程为:[image: image9.png](3 + D+ BEy+ A+ A +y*  + Dx+ E,y+ F)=0(A= -1



.
　　说明：当两圆相切时，方程表示过切点且与两圆都相切的圆系方程。
　　若λ＝－1，且两圆相交，则该方程表示AB所在直线（两圆相切时为公切线）的方程；
　　若两圆无公共点，则该方程表示垂直于连心线的一条直线的方程.
　　Ⅱ.过圆与直线交点的圆系
　　设圆[image: image10.png]Cx Yy + Dx+ Ey+ F




与直线l:ax＋by＋c＝0交于A、B两点，则方程
　　[image: image11.png]v+ Dx+ Ey+ F+Alax+dby+e)=0



表示过A、B两点的圆系方程.
　　若⊙C与直线l切于点A，则方程表示与直线l:ax＋by＋c＝0相切于A点的圆系方程。
　　3.圆的切线与极坐标方程
　　Ⅰ.过圆（x－a）2＋（y－b）2＝r2上一点M（x0,y0）的切线方程为：
　　（x－a）（x0－a）＋（y－b）（y0－b）＝r2，
　　特别的a＝b＝0时，xx0＋yy0＝r2.
　　Ⅱ.圆的极坐标方程：[image: image12.png]O=2Jmcos&+ 2nsin Gl = )



，[image: image13.png]


，化为标准形式为：
　　[image: image14.png]


.

　　【经典例题】
　　【例题1·选择题】已知圆[image: image15.png]smné—2Lcosd




，圆C2与圆C1关于直线[image: image16.png]


对称，则圆C2的方程为（　）.
　　A.（x＋2）2＋（y－2）2＝2
　　B.（x－2）2＋（y＋2）2＝2
　　C.（x＋2）2＋（y＋2）2＝2
　　D.（x－2）2＋（y－2）2＝2

　　[image: image17.png]
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　　『正确答案』B
　　『答案解析』
　　圆[image: image18.png]smné—2Lcosd




化为标准形式为（x＋1）2＋（y－1）2＝2，其圆心为（－1，1），
　　关于直线x－y－1＝0对称的圆心为（m，n），则[image: image19.png]


且[image: image20.png]



　　解得：m＝2，n＝－2，故圆C2的标准方程为（x－2）2＋（y＋2）2＝2.


　　【例题2·填空题】设有一组圆[image: image21.png]


.下列四个命题：
　　①存在一条直线与所有的圆均相切；
　　②存在一条直线与所有的圆均相交；
　　③存在一条直线与所有的圆均不相交；
　　④所有的圆均不经过原点。
　　其中真命题的代号是（写出所有真命题的代号）

　　[image: image22.png]
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　　『正确答案』②④
　　『答案解析』通过k的不断增大，可知这些圆互相内含，故不存在直线与所有的圆都相切，①错误；根据圆的方程得到圆心坐标（k－1，3k），在直线y＝3（x＋1）上，所以有一条直线与所有的圆都相交，故②正确③错误；将原点坐标代入等式不成立，故圆不经过原点，④正确.


　　【例题3·解答题】已知P是直线3x＋4y＋8＝0上的动点，PA、PB是圆x2＋y2－2x－2y＋1＝0的两条切线，A、B是切点，C是圆心，求四边形PACB面积的最小值.

　　[image: image23.png]
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　　『正确答案』[image: image24.png]042




　　『答案解析』在同一坐标系中画出直线与圆.作出圆的切线PA、PB，则四边形PACB的面积SPACB＝S△PAC＋S△PBC＝2S△PAC.把SPACB转化为2倍的S△PAC可以有以下多条数形结合的思路.
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　　[image: image26.png]



　　法1：从运动的观点看问题，当动点P沿直线3x＋4y＋8＝0向左上方或向右下方无穷远处运动时，直角三角形PAC的面积S△PAC＝[image: image27.png]


|PA|·|AC|＝|PA|越来越大，从而SPACB也越来越大；当点P从左上、右下两个方向向中间运动时，SPACB变小，显然，当点P到达一个最特殊的位置，即CP垂直直线时，SPACB应有唯一的最小值，此时[image: image28.png]_ 18X1+4X1+8]
pc| =




，从而[image: image29.png]Pa| =~f|pc|*—|ac)®




.∴（SPACB）min＝[image: image30.png]1
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.
　　法2：利用等价转化的思想，设点P坐标为（x，y），则[image: image31.png]


，
　　由勾股定理及|AC|＝1，得[image: image32.png](x—1)° 4+ (y—1)



，
　　又SPACB＝2S△PAC＝[image: image33.png]L 2,
SIRal + lac|=|pal=r/te—1)"+ (y—1)°—1




，从而欲求SPACB的最小值，只需求|PA|的最小值，只需求|PC|2＝（x－1）2＋（y－1）2的最小值，即定点C（1,1）与直线上动点P（x，y）距离的平方的最小值，它也就是点C（1,1）到直线3x＋4y＋8＝0的距离的平方d，
　　且[image: image34.png](3xitdxits|




，
　　∴（SPACB）min[image: image35.png]= fg—1=24/2



.
　　法3：利用函数思想，将方法二中SPACB＝[image: image36.png]


中的y由3x＋4y＋8＝0中解出，代入化为关于x的一元函数，进而用配方法求最值，也可得（SPACB）min＝[image: image37.png]


.
　　小结：本题的解答运用了多种数学思想方法：数形结合思想，运动变化的思想，等价转化的思想以及配方法，灵活运用数学思想方法，能使数学问题快速得以解决.


　　【例题4·解答题】已知圆C:x2＋y2＋2x－4y＋3＝0.
　　（1）若圆C的切线在x轴和y轴上截距的绝对值相等，求此切线方程； 
　　（2）从圆C外一点P（x,y）向圆引一条切线，切点为M，O为坐标 原点 ，且|PM|＝|PO|，求使|PM|最小的点P坐标. 

　　[image: image38.png]
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　　　　『答案解析』圆的方程化为（x＋1）2＋（y－2）2＝2
　　则圆心C（－1,2），半径r＝[image: image39.png]



　　（1）①当圆C的切线在x轴上和y轴上的截距都为0时，
　　设切线方程y＝kx,
　　则圆心到直线的距离[image: image40.png]



　　所以[image: image41.png]



　　所以求切线的方程为[image: image42.png]



　　②当圆C的切线在x轴上和y轴上的载距都不为0时，
　　设切线的方程为x＋y＋a＝0或x－y＋b＝0，
　　由[image: image43.png]


，得a＝－3或1
　　所以切线的方程为x－y＋1＝0或x＋y－3＝0
　　所以满足条件的切线的方程为[image: image44.png]



　　或x＋y＋1＝0或x＋y－3＝0划x－y＋1＝0或x－y＋5＝0
　　（2）依题意，[image: image45.png]



　　[image: image46.png]Py 2x+dy+ 3P = 2%+ )





　　因为|PM|＝|PO|所以2x－4y＋3＝0
　　即画蛇添足P（x,y）在直线l:2x＋4y＋3＝0上，
　　要使|PM|最小，需|PO|最小，
　　即原点O到直线l:2x－4y＋3＝0的距离最小，
　　此时，OP⊥l，
　　所以直线OP的斜率为k＝－2，方程y＝－2x，
　　解方程组[image: image47.png]{h PR TS





　　【思考题】过圆C:（x－1）2＋（y－1）2＝1的圆心，作直线分别交x,y正半轴于点A,B。△AOB被圆分成四部分（如图），若这四部分图形面积满足S1＋S4＝S2＋S3，则直线AB有（　）.
　　A.0条 
　　B.1条 
　　C.2条 
　　D.3条

　　[image: image48.png]
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　　『正确答案』B
　　『答案解析』由图形可知第二部分和第四部分的面积分别为
　　[image: image49.png]5,
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，
　　∴S4－S2为定值，从而S3－S1为定值
　　当直线AB绕着圆心C移动时，只有一个位置符合条件，
　　故直线AB有一条.
　　[image: image50.png]
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