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第三章　函数的性质及其应用
为了把握函数反映的变量之间的变化规律，我们往往从整体（奇偶性、对称性、周期性、最值等）和局部（单调性、极值等）两个方面去研究函数.

　　一.单调性
　　1.单调性的定义：y=f（s）,x∈A,区间
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，满足：
　　（1）任取x 1,x2∈I，改变量△x=x2-x1>0，则△y=f（x2）-f（x1）>0，称y=f（x）在区间I上是单调增函数，区间I叫f（x）的单调增区间.
　　（2）任取x 1,x2∈I，改变量△x=x2-x1>0，则△y=f（x2）-f（x1）>0，称y=f（x）在区间i上是单调减函数，区I叫f（x）的单调减区间.
　　说明：（1）函数单调性反映的是函数在定义域内的“局部”，函数值随自变量变化的变化规律，故函数单调性是局部性概念。
　　（2）单调性的否定：存在x 1,x2∈I，且△x=x2-x1>0，△y=f（x2）-f（x1）≤0，则称y=f（x）在区间I上不是单调增函数；存在x1,x2∈I，且△x=x2-x1>0，△y=f（x2）-f（x1）≥0，则称y=f（x）在区间I上不是单调减函数. 
　　（3）单调性的等价性定义
　　例如1：函数f（x）=x 2+2x在区间[-2,2]上不是单调函数，是因为-2∈[-2,2],0∈[-2,2],且-2<0，而f（-2）+f（0）=0.
　　（3）y=f（x）在区间I 1，I2上都是单调增（减）函数，在I1∪I2上不一定是单调增（减）函数.
　　例如：函数的单调减区间是：（-∞,0）,（0,+∞），而不能说是（-∞,0）∪（0,+ ∞）.
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　　2.单调性的判断
　　（1）利用单调性定义或其等价定义
　　例1.用单调性定义证明函数f（x）=-x 3+1在区间（-∞,+∞）上是单调减函数.
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　　例2.已知[image: image4.png]Fly=l+3% —ay



，其中实数a >0.
　　[答疑编号911030101]
　　（Ⅰ）解关于x的不等式f（x）≤1；
　　（Ⅱ）a取何值时？函数f（x）在区间[0,+∞]上是单调函数.
　　（2）导数：如果函数f（x）在区间I上满足：f ’（x）≥0恒成立，f’（x）=0的x值只有可数个，则f（x）在区间I上是单调增函数；如果函数f（x）在区间I上满足：f’（x）≤0恒成立，f’（x）=0的x值只有可数个，则f（x）在区间I上是单调减函数.
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　　例3.函数[image: image6.png]a
Fly=v+—
N

0y



的单调增区间为 　　　　　；单调减区间为　　　　　.
　　[答疑编号911030102]
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　　为了您更好的理解函数的单调区间，请仔细阅读以下内容。
　　1.利用已知函数的单调性；
　　2.定义法：先求函数的定于域，再利用单调性的定义； 
　　3.图像法：如果f（x）是以图像给出的，或者f（x）的图形易做出，可直接由图像的直观性写出它的单调区间；
　　4.导数法：利用导数取值的正负确定原函数的单调区间。
　　例4.设函数[image: image8.png]


是R上的偶函数，a >0.
　　[答疑编号911030103]
　　（Ⅰ）求实数a的值；
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　　（Ⅱ）证明：f（x）在区间（0,+∞）上是增函数. 
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　　（3）利用复合函数的单调性
　　设y=f[g（x）],x∈A，区间[image: image15.png]


，当x∈I时，u=f（u）的值域为区间I '的子集.
　　①若u=g（x）在区间I上为增（减）函数，y=f（u）在区间I '上为增（减）函数，则函数y=f[g（x）]在区间I上为增函数；
　　②若u=g（x）在区间I上为增（减）函数，y=f（u）在区间I '上为减（增）函数，则函数y=f[g（x）]在区间I上为减函数；
　　例5.找出下列函数的单调区间，并指明单调性
　　[答疑编号911030201]
　　（1）[image: image16.png]


；
　　（2）[image: image17.png]


；
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　　（3）[image: image19.png]
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　　（4）y=log 2（x2-2x）[image: image21.png]v=log (v  —2




；
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　　例6.已知函数f（x）=log a（2-ax）在区间[0,1]上是减函数，则实数a的取值范围是
　　　　　　；
　　[答疑编号911030202]
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　　（4）两个在同一区间上同增（减）的函数的和为增（减）函数；
　　两个在同一区间上同增（减）且恒正的函数的积为增（减）函数；
　　例7.函数[image: image24.png]flay=xy+



的单调递增区间为 　　　　　　　　　　；
　　[答疑编号911030203]
　　函数[image: image25.png]a o
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的单调递增区间为 　　　　　　　　　　；
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　　区间［[image: image27.png]


］是函数f（x）=sinx+tanx的单调递 　　　区间.
　　[答疑编号911030204]
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　　3.单调性的应用
　　（1）求函数的最值
　　（2）比较大小：函数f（x）在区间I上是单调增函数，a,b∈I，则
　　a >b[image: image29.png]


f（a）>f（b）；
　　函数f（x）在区间I上是单调增函数，a,b∈I，则
　　a >b[image: image30.png]


f（a）>f（b）；
　　（3）证明不等式
　　例8.（1）已知[image: image31.png]log, b - log, a - log, ¢
7 7 2



，则（ ）。
　　[答疑编号911030205]
　　A. 2b>2a>2c B.2a>2b>2c C.2c>2b>2a D.2c>2a>2b
　　答：A
　　（2）设p=log 23,Q=log32,R=log2（log32），则（　　）。
　　[答疑编号911030206]
　　Ａ.R <Q<P Ｂ.P<R>Q Ｃ.Q<R>P Ｄ.R<P>Q
　　答：A
　　解析：P=log 23>1,0<Q=log32<1,R=log2（log32<0, 则R<Q>P，选A.
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　　（3）设a >0,a≠1，函数
[image: image33.wmf])
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　　[答疑编号911030207]
　　解析：设a >0,a≠1，函数
[image: image34.wmf])
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，解得2<x<3，所以不等式的解集为（2,3）.
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　　（4）若函数[image: image37.png]b

T



，则该函数在（-∞,+ ∞）上是 （ ）.
　　[答疑编号911030208]
　　A.单调递减无最小值 B.单调递减有最小值
　　C.单调递增无最大值 D.单调递增有最大值
　　答：A
　　（5）已知函数f（x）为R上的减函数，则满足[image: image38.png]A H\ FiL)



的实数x的取值范围是（ ）.
　　[答疑编号911030209]
　　A.（-1,1] B.（0,1） C.（-1,0）∪（0,1） D.（-∞,-1）∪（1,+ ∞）
　　答：C 
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，其中n∈N,且n≥2，a为常数，若该函数在x∈（-∞,1]时恒有意义，求实数a的取值范围.
　　[答疑编号911030301]
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　　例10.设定义在R上的函数f（x）=a 0x4+a1x22+a2x2+a3x+a4,a0,a1,a2,a3,a4∈R，当x=-1时，f（x）取得极大值[image: image44.png]


，且函数y=f（x+1）的图像关于点（-1,0）对称.
　　[答疑编号911030302]
　　（Ⅰ）求f（x）的表达式；
　　解：（Ⅰ）将y=f（x+1）的图像向右平移1个单位，得到y=f（x）的图像，
　　所以y=f（x）的图像关于点（0,0）对称，即y=f（x）是奇函数，
　　所以f（x）=a 1x3+a3x,由题意，得
　　[image: image45.png]fii=li=3q +a,=0
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　　（Ⅱ）在函数y=f（x）的图像上是否存在两点，使以这两点为切点的切线互相垂直，且切点的横坐标都在[image: image48.png]V17



上？ 如果存在，求出点的坐标；如果不存在，请说明理由；
　　[答疑编号911030303]
　　解：（Ⅱ）由（Ⅰ）得f ’（x）=x2-1，
　　假设存在两切点为[image: image49.png](i (g O (3 =[242])



，
　　则f ’（x1）·f’（x2）=（x12-1）（x22-1）=-1. 因为（x12-1）、（x22-1）∈[-1,1]
　　所以[image: image50.png]



　　从而可得所求两点的坐标分别为
　　[image: image51.png](©.0) ‘ﬁ,g‘ﬁw, ‘,ﬁﬁ‘
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　　（Ⅲ）设[image: image53.png]AT
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，求证：[image: image54.png]EEREN IR




　　[答疑编号911030304]
　　解：（Ⅲ）因为当[image: image55.png]


时，[image: image56.png]fix)o0



，所以[image: image57.png]Fi »zf[i e




　　由已知得[image: image58.png]11‘



，
　　所以[image: image59.png]Fin =] £ é
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　　注意到 x <-1时，f ′（x）>0，-1<x <1时，f ′（x） <0，
　　故f（x）在（-∞,-1）上递增，在（-1,1）上递减，
　　由于 ym=[image: image60.png]


，
　　所以[image: image61.png]


.
　　因为[image: image62.png]]

3



，
　　所以[image: image63.png]Fiv, »e(;f‘k\/?) fi-1 »]



，
　　即[image: image64.png]m»‘




.
　　所以[image: image65.png]Flx b=l =l =iy}
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　　二.奇偶性
　　1.奇偶性的定义：y=f（x）,x∈A, 满足：
　　（1）任取x∈A，都有-x∈A,且f（-x）=f（x），则称y=f（x）为偶函数.
　　（2）任取x∈A，都有-x∈A，f（-x）=-f（x），则称y=f（x）为奇函数.
　　说明：（1）函数奇偶性反映的是函数在整个定义域上函数值随自变量变化的变化规律的，故函数奇偶性是整体性概念；
　　（2）奇偶性的否定：存在x 0∈A，而-x0[image: image68.png]


A或f（-x0）≠f（x0），则称y=f（x）不是偶函数；存在x0∈A，而-x0[image: image69.png]


A或f（-x0）≠f（x0），则称y=f（x）不是奇函数. 
　　2.性质
　　奇函数的图像关于原点成中心对称；偶函数的图像关于y轴成轴对称.
　　问题：①如何证明对称性？②研究函数奇偶性的意义？
　　两个重要结论
　　（1）函数f（x）为奇函数，A为定义域，若0∈A，则f（0）=0；
　　（2）函数f（x）为偶函数，A为定义域，则对任意的x∈A，都有f（|x|）=f（x）.
　　3.奇偶性的判断
　　（1）直接利用定义
　　（2）利用定义的等价形式
　　f（-x）=f（x）[image: image70.png]


f（-x）-f（x）=0[image: image71.png]


当f（x）≠0时，[image: image72.png]SRy
)



，且方程f（x）=0的根关于原点成对称分布；
　　f（-x）=-f（x）[image: image73.png]


f（-x）+f（x）[image: image74.png]


当f（x）≠0时，[image: image75.png]Jen_
)



，且方程f（x）=0的根关于原点成对称分布.
　　（3）定义在同一集合上的f（x）,g（x），（1）若f（x）,g（x）都是偶（奇）函数，则af（x）+bg（x）是偶（奇）函数（特别地：f（x）+g（x），f（x）-g（x））；（2）若f（x）,g（x）都是偶（奇）函数，则f（x）g（x）是偶函数；（3）若f（x）是偶函数，g（x）是奇函数，则f（x）g（x）是奇函数.
　　例1. 判断下列函数的单调性
　　[答疑编号911030401]
　　（1）[image: image76.png]S@=1gE
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；
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　　（2）[image: image78.png]


；
　　（3）[image: image79.png]F@ =5 +[x—al+1



；
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　　（4）[image: image81.png]S =x

o



；

[image: image82.png]FEHRAT 0304-03

@em=x
A

4 el0=
gl-x)=

=-glx)





　　（5）[image: image83.png]Fx) =log, (x+~/1+2%)



；
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　　（6）[image: image85.png]42543 120
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；
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　　例2.（1）φ取何值时？函数f（x）=Asin（wx+φ）（A≠0,W≠0）是奇函数；
　　[答疑编号911030402]
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　　（2）φ取何值时？函数f（x）=Asin（wx+φ）（A≠0,W≠0）是偶函数.

[image: image88.png]- FERET o0304-07
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　　4.奇偶性的应用
　　例1.函数f（x）是定义在R上的奇函数，且x >0时，f（x）=lgx-2x，则f（0）=　　　；x<0时，f（x）＝　　　　　.
　　[答疑编号911030403]
[image: image89.png]. FEEET 0304-08
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　　例2.（1）函数f（x）是定义在（-1,1）上的奇函数，又在[0,1）上是减函数，则关于a的不等式f（1-a）+f（1-a 2）<0的解集为　　　　　.
　　[答疑编号911030404]
[image: image90.png]. FEEET 0304-09
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　　（2）函数f（x）是定义在（-1,1）上的偶函数，又在[0,1）上是减函数，则关于a的不等式f（a-1） <f（1-a+a2）的解集为　　　　　.

[image: image91.png]FEEAT 0304-10
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[image: image92.png]- FERET 0304-11
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　　例3.已知f（x）是偶函数，定义域为R，且在[0,+ ∞）上是减函数，则[image: image93.png]3
Je



与f（a 2-a+1）的大小关系为 .
　　[答疑编号911030405]
[image: image94.png]FEHRAEAT 0304-12





　　例4.（1）已知定义域为R的函数f（x）在区间（8,+∞）上为减函数，且函数y=f（x+8）为偶函数，则（ ）。
　　[答疑编号911030406]
　　A.f（6） >f（7） B.f（6）>f（9） C.f（7）>f（9） D. f（7）>f（）10
　　答：D
　　（2）对于函数①f（x）=lg（|x-2|+1），②f（x）=（x-2） 2，③f（x）=cox（x+2）.判断如下三个命题的真假：命题甲：f（x+2）是偶函数；命题乙：f（x）在区间（-∞,2）上是减函数，在区间（2,+ ∞）上是增函数；命题丙：f（x+2）-f（x）在（-∞,+ ∞）上是增函数.能使命题甲、乙、丙均为真的所有函数的序号是（ ）。
　　[答疑编号911030407]
　　A.①③ B.①② C. ③ D. ②
　　答：D
　　（3）设函数[image: image95.png]


为奇函数，则实数a= .
　　[答疑编号911030408]
　　（4）设 f（x）是定义在R上的奇函数，且y=f （x）的图像关于直线[image: image96.png]


对称，则f （1）+ f （2）+ f （3）+ f （4）+ f （5）=________________.
　　答： 0
　　[答疑编号911030409]
[image: image97.png]



　　（5）设f（x）是R上的任意函数,则下列叙述正确的是（ ）。
　　[答疑编号911030410]
　　（A）f（x）f（-x）是奇函数 （B）f（x）|f（-x）|是奇函数
　　（C）f（x）-f（-x）是偶函数 （D） f（x）+f（-x）是偶函数

[image: image98.png]. FERET o0304-14

Flx)=£(x) X £(-x)
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　　（6）已知函数[image: image99.png]


，若f（x）为奇函数，则a=________。
　　[答疑编号911030411]
　　解析：函数[image: image100.png]


若f（x）为奇函数，则f（0）=0，即[image: image101.png]


， a=[image: image102.png]



[image: image103.png]FEHRAT 0304-15
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　　例5.已知函数f（x）满足[image: image104.png]flog, M) =2 (x-xa>0Ha=1)




，
　　[答疑编号911030412]
　　（1）求f（x）；

[image: image105.png]FEHRAT 0304-16
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a
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　　（2）解关于实数m的不等式f（1-m）+f（1-m 2）<0；

[image: image106.png]FEHRAT 0304-17

£(1—m)+£(1—m2) <o

£l1—m)<f(nZ—1)





[image: image107.png]FEHRAT 0304-18

£(1—m)+£(1—m2) <o

£l1—m)<f(nZ—1)

m<mZ—1





　　（3）当x∈（-∞,2）时，f（x）-4的值恒为负值，求a的取值范围。
　　解：（1）令t=log ax，则x=dt，
　　∴[image: image108.png]0]
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，
　　∴[image: image110.png]f(x)
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　　（2）∵f（-x）[image: image112.png]


，∴f（x）是奇函数，

　　当a >1时，[image: image113.png]>0

ot



， ax是增函数，[image: image114.png]


是减函数，∴f（x）[image: image115.png]


是增函数；

　　当0 <a<1时，[image: image116.png]


，ax是减函数，[image: image117.png]


是增函数，∴f（x）[image: image118.png]


是增函数；综上， f（x）是增函数.
　　不等式f（1-m）+f（1-m 2）<0可化为f（1-m）<f（m2-1） 
　　即 1-m <m2-1，解得m<-2或m>1，
　　∴不等式的解集为{m|m <-2或,m>1}.
　　（3）由（2）可知[image: image119.png](@ —a™)a >0, Ha=1)




是增函数，∴x∈（-∞,2）时，f（x）-4的值恒为负值的充要条件为f（2）-4≤0，即[image: image120.png]#H@-a?)-4=20



，解得：[image: image121.png]2-3za=z243



，且a≠1，

　　∴实数a的取值范围是[image: image122.png](ap-~Ezaz2+v3, Haz])



.

　　三.周期性
　　1.周期性的定义：函数y=f（x）,x∈A与非零常数T满足：
　　任取x∈A，都有f（x+T）=f（x），则称y=f（x）为周期函数；T叫函数的周期。

[image: image123.png]FEHRAT 0305-01

= A#E T=o0

£lx+T)=£(x)





　　说明：（1）函数周期性反映的是函数在整个定义域内，函数值随自变量变化的变化规律的，故函数周期性是整体性概念；
　　（2）奇偶性的否定：存在x 0∈A，而x0+T[image: image124.png]


A或f（x0+T）≠f（x0），则称y=f（x）不是周期函数。
　　（3）最小正周期
　　若函数y=f（x）是以T为周期的周期函数；则任取x∈A，都有f（x+T）=f（x），由此一般可直接推得任取x∈A，都有f（x+T）=f（x），也就是说，如果T为函数y=f（x）的周期，则Kt（k∈Z,k≠0）也是函数y=f（x）的周期，所以，周期函数的周期是不唯一的，如果函数y=f（x）的所有正的周期T中有最小的正的周期，这个周期叫函数y=f（x）的最小正周期.
　　注意：并不是所有的周期函数都有最小正周期，如：常函数就无最小正周 期.
　　（4）通常说的最小正周期为T函数y=f（x）的一周期是指区间长度为最小正周期数的一个区间[a,a+T）或（a,a+T]，如：函数y=sinx的一周期是指区间[a,a+2π）或（a,a+2π]。
　　（5）如果已知周期函数在一个周期上的函数关系和性质，就可以利用周期性搞清它在整个定义域上的变化规律.
　　如：函数y=f（x）的周期为2，且当x∈[-1,1）时，f（x）=x，则任取x∈R，总存在k∈Z，使得x∈[2k-1,2k+1），而x-2k∈[-1,1），故f（x）=f（x-2k）=x-2k，图像如图所示

[image: image125.png]4 /4/ 7




[image: image126.png]FEHRAT 0305-02
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　　2.周期性的判断
　　判断一个函数的周期性，一般要用函数的周期性定义或观察函数图像得到.
　　（1）函数y=Asin（wx+φ）（A≠0,w≠0）和y=Acos（wx+φ）（A≠0,w≠0）的周期可由公式[image: image127.png]o

el



求得；y=Atan（wx+φ）（A≠0,w≠0）可由公式[image: image128.png]


求得，由此，观察图像可得y=|Asin（wx+φ）+B|（A≠0,w≠0）、y=Acos（wx+φ）+B（A≠0,w≠0）（A≠0,ω≠0）、
　　y=Atan（wx+φ）+B（A≠0,w≠0）等函数的周期。

[image: image129.png]7~ 0305-03

y=isin(ox+8) (@>0)

y=hcos(ox+d) (@>0)

y=itan(ox+8) (©>0)





　　（2）如果一个函数y=f（x）满足：
　　①任取x∈A，都有f（x+a）=-f（x），其中a≠0，则该函数的周期为2a；（还可以更一般化f（x+a）+f（x）=b，则该函数的周期也为2a）

[image: image130.png].. FEEET 0305-04
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　　②任取x∈A，都有[image: image131.png]flxta)=

L
)



，其中a≠0，则该函数的周期为2a；
　　③如果函数y=f（x）有两个对称轴x=a,x=b（即f（a+x）=f（a-x）,
　　f（b+x）=f（b-x）），则y=f（x）是周期函数，事实上：
　　f（x）=f（a+（x-a））=f（a-（x-a））=f（2a-x）
　　=f（b+（2a-x-b））=f（b-（2a-x-b））
　　=f（x+（2b-2a））。
　　故y=f（x）的周期为2b-2a。

[image: image132.png]- FEHRET 0305-05

@) y=tx) x=a, x=b AHH
tlatn)=fla—x <>t =t(a—x)
$h+n=fb—x <>tk

oof(2a—x)=f(2b—x)
£(x)=f (x+2b—2a)

2(b—a)





　　3.周期性的应用
　　从上面的研究可以发现，研究函数的周期性意义在于把研究函数在整个定义域上的性质问题可以转化到函数的一个周期上研究，即整体问题局部化.
　　例1. 已知定义在 R上的奇函数f（x）满足f（x+2）=－f（x）,则,f（6）的值为（ ）。
　　[答疑编号911030501]
　　（A）－1　　（B）0　　（C）1　　（D）2
　　解：因为f（x）是定义在R上的奇函数，所以f（0）＝0，又f（x＋4）＝－f（x＋2）＝f（x），故函数，f（x）的周期为4，所以f（6）＝f（2）＝－f（0）＝0，选B

[image: image133.png]FEHRAET 0305-06
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　　例2.设f（x）是定义在R上以6为周期的函数，f（x）在（0,3）内单调递增，且y=f（x）的图像关于直线x=3对称，则下面正确的结论是（ ）。
　　[答疑编号911030502]
　　A.f（1.5） <f（3.5）<f（6.5）
　　B.f（3.5） >f（1.5）>f（6.5）
　　C.f（6.5） <f（3.5）<f（1.5）
　　D.f（3.5） <f（6.5）<f（1.5）
　　例3.函数f（x）对于任意实数x满足条件[image: image134.png]


，若f（1）=-5则f（f（5））=_______________。
　　解：由[image: image135.png]


得[image: image136.png]Fx+d)= =/

_
F{x+2)



，所以f（5）=f（1）=-5，则[image: image137.png]FIE) = £S5 = 7= -1
=y 1+2) 5



。

[image: image138.png]FEHRAT 0305-07
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　　例4.定义在R上的函数f（x）既是奇函数，又是周期函数，T是它的一个正周期.若将方程f（x）=0在闭区间[-T,T]上的根的个数记为n，则n可能为（ ）。
　　[答疑编号911030503]
　　A.0　　B.1　　C.3　　D.5

[image: image139.png]FEHRAET 0305-08
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　　例5.已知函数f（x）是定义域为R的奇函数，且它的图像关于直线x＝1对称.
　　[答疑编号911030504]
　　（1）求f（0）的值；
　　（2）证明函数f（x）是周期函数；

[image: image140.png]FEHRAET 0305-09
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　　（3）若x∈（0,1]时，f（x）=x，求x∈R时，函数f（x）的解析式，并画出该函数至少在一个周期上的图像.

[image: image141.png]FEHRAT 0305-10
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[image: image142.png]. FEHRET 0305-11
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　　练习题
　　1.若[image: image143.png]


，则a的取值范围是（C）
　　[image: image144.png]1
A+

} B. (1, +%) C.<%1» D_ml_’b




　　2.设f（x），g（x）是定义在R上的函数，h（x）=f（x）+g（x），则“f（x），g（x）均为偶函数”是“h（x）为偶函数”的（B）
　　A.充要条件
　　B.充分而不必要的条件
　　C.必要而不充分的条件
　　D.既不充分也不必要的条件
　　3.若函数f（x）是定义在R上的偶函数，在（-∞,0]上是减函数，且f（2）=0，则使得f（x） <0的x的取值范围是（D）
　　A.（-∞,2）　　B.（2,+∞）　　C.（-∞,-2）∪（2,+∞）　　D.（-2,2）
　　4.若函数f（x）=㏒ a（x3-ax）（a>0,a≠1）在区间[image: image145.png]


内单调递增，则a的取值范围是（B）
　　[image: image146.png]3 9
PO SV SOt R et
1 1 1
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　　5.已知0 <a<1,logam<logan<0，则
　　（A）1＜n＜m　　（B）1＜m＜n　　（C）m＜n＜1　　（D）n＜m＜1
　　6.在R上定义的函数f（x）是偶函数，且f（x）=f（2-x），若f（x）在区间[1,2]是减函数，则函数f（x）（）
　　A.在区间[-2,-1]上是增函数，区间[3,4]上是增函数
　　B.在区间[-2,-1]上是增函数，区间[3,4]上是减函数
　　C.在区间[-2,-1]上是减函数，区间[3,4]上是增函数
　　D.在区间[-2,-1]上是减函数，区间[3,4]上是减函数
　　7.已知函数[image: image147.png]


的最大值为M，最小值为m，则M+m=（　）
　　A．[image: image148.png]


 B．[image: image149.png]o4



 C．2 D．1
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[image: image151.png]~ FEHRET 0305-13

_Ixl—sinz+1 _
lx+1

SBE oz
|x|+1

SoN—14m

L Mtm=2





　　8.（2009年安徽卷）已知函数[image: image152.png]F00) =3 sinarx+cos ax(a > 0)



，y=f（x）的图像与直线y=2的两个相邻交点的距离等于π，则f（x）的单调递增区间是
　　（A）[image: image153.png][kr

T

g+ ke z
AR





　　（B）[image: image154.png]for+ 2% er+ ke
VAT





　　（C）[image: image155.png]Z e+ 2]
3

1.
3





　　（D）[image: image156.png]or+ %, k!l+—] keZ




　　[解析]：[image: image157.png]fm=2 sxn(mx+%)



，由题设f（x）的周期为Ｔ＝π，∴ω＝2，
　　由[image: image158.png]- Z <ot D <okmt Z
5 5 5



得，[image: image159.png]kr-ZsxsintZ kez
3 3



，故选C

[image: image160.png]FEHRAT 0305-14
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　　9.（2009年福建卷）下列函数f（x）中，满足“对任意x 1，x2∈（0,+∞），当x1<x2时，都有f（x1）>f（x2）的是A
　　A.f（x）=[image: image161.png]B



　　 B.f（x）=（x-1） 2　　 C.f（x）=ex　　 D.f（x）=ln（x+1）
　　10.（2009年江西卷）已知函数f（x）是（-∞,+∞）上的偶函数，若对于x≥0，都有f（x+2）=f（x），且当x∈[0,2）时，f（x）=㏒ 2（x+1），则f（-2008）+f（2009）的值为
　　A.-2　　 B.-1　　 C.1　　 D.2
　　11.（2009年辽宁卷）已知偶函数f（x 2）在区间[0,+∞）上单调增加，则[image: image162.png]sex-y <)



的x取值范围是A
　　[image: image163.png]



　　12.（2009年全国1卷）函数f（x）的定义域为R，若f（x+1）与f（x-1）都是奇函数，则D（A）f（x）是偶函数（B）f（x）是奇函数（C）f（x）＝f（x＋2）（D）f（x+3）是奇函数
　　解:[image: image164.png]


f（x＋1）与f（x－1）都是奇函数，∴f（-x+1）=-f（x+1）,f（-x-1）=-f（x-1），
　　∴函数f（x）关于点（1,0），及点（-1,0）对称，函数f（x）是周期T=2[1-（-1）]=4的周期函数.∴f（-x-1+4）=-f（x-1+4），f（-x+3）=-f（x+3），即f（x+3）是奇函数。
　　13.（2009年山东卷文）已知定义在R上的奇函数f（x），满足f（x-4）=-f（x）,且在区间[0,2]上是增函数,则（D）.w.w.w.k.s.5.u.c.o.m
　　A.f（-25） <f（11）<f（80）
　　B.f（80） <f（11）<f（-25）
　　C.f（11） <f（80）<f（-25）
　　D.f（-25） <f（80）<f（11）
　　【解析】:因为f（x）满足f（x-4）=-f（x）,所以f（x-8）=f（x）,所以函数是以8为周期的周期函数,则f（-25）=f（-1）,f（80）=f（0）,f（11）=f（3）,又因为f（x）在R上是奇函数，f（0）=0,得f（80）=f（0）=0,f（-25）=f（-1）=-f（1）,而由f（x-4）=-f（x）得f（11）=f（3）=-f（-3）=-f（1-4）=f（1）,又因为f（x）在区间[0,2]上是增函数,所以f（1） >f（0）=0,所以-f（1）<0,即f（-25）<f（80）<f（11）,故选D.w.
　　14.（2009年陕西卷）定义在R上的偶函数f（x）满足：对任意
　　的x 1,x2∈（-∞,0]（x1≠x2），有（x1,x2）（f（x2）-f（x1））>0。
　　则当n∈N *时,有 C
　　（A）f（-n） <f（n-1）f（n+1）
　　（B）f（n-1） <f（-n）<f（n+1）
　　（C）f（n+1） <f（-n）<f（n-1）
　　（D）f（n+1） <f（n-1）<f（-n）
　　解析：x 1,x2∈（-∞,0]（x1∈x2）[image: image165.png]


（x2-x1）（f（x2）-f（x1））>0[image: image166.png]


x2>x1时，f（x2）>f（x1）[image: image167.png]


f（x）在 （-∞,0]为增函数f（x）为偶函数[image: image168.png]


f（x）在（0，+∞]为减函数 而n+1>n>n-1>0, f（n+1）<f（n）,f（n-1）[image: image169.png]


f（n+1）,f（-n）<f（n-1）
　　15.（2009年天津卷）已知函数[image: image170.png]


若f（2-a 2）>f（a）则实数a的取值范围是
　　A.（-∞,-1）∪（2,+∞）
　　B.（-1,2）
　　C.（-2,1）
　　D.（-∞,-2）∪（1,+∞）
　　【考点定位】本小题考查分段函数的单调性问题的运用。以及一元二次不等式的求解。
　　解析：由题知f（x）在R上是增函数，由题得2-a 2>a，解得-2<a<1，故选择C。
　　16.f（x）是定义在 R上的以3为周期的奇函数，且f（2）=0则方程f（x）=0在区间（0，6）内解的个数的最小值是（D）
　　A.2　　B.3　　C.4　　D.5
　　17.已知f（x）是周期为2的奇函数，当0 <x<1时，f（x）=lgx设[image: image171.png]6. 3
a=fQLb=70)
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则
　　（A）a <b<c　　（B）b<a<c　　（C）c<b<a　　（D）c<a<b
　　解：已知f（x）是周期为2的奇函数，当0 <x<1时，f（x）=lgx设 ，[image: image173.png]6. 4. 4.
“’f(g)’f(’g)”f(g)



，[image: image174.png]3 1 1
b=f5)=/C=-1)



<0，[image: image175.png]5. 1
e=/P=/C)



∴c<a<b，选D.

　　18.已知定义域为R的函数[image: image176.png]SO =

=2 +b
.



是奇函数。
　　（I）求a,b的值；
　　（Ⅱ）若对任意的t∈R，不等式f（t 2-2t）+f（2t2-k）<0恒成立，求k的取值范围；
　　解析：（I）因为f（x）是奇函数，所以f（0）=0，即[image: image177.png]SR ==

—oF
+2m




　　又由f（1）=-f（-1）知[image: image178.png]




　　（Ⅱ）解法一：由（I）知[image: image179.png]


，易知f（x）在（-∞,+∞）上
　　为减函数。又因f（x）是奇函数，从而不等式：f（t 2-2t）+f（2t2-k）<0
　　等价于f（t 2-2t）<-f（2t2-k）=f（k-2t2），因f（x）为减函数，由上式推得：
　　t 2-2t>k-2t2.即对一切t∈R有：3t2-2t-k>0，
　　从而判别式[image: image180.png]A=4+12k 0=k <7%




　　解法二：由（I）知[image: image181.png]S®=57 2m



.又由题设条件得：[image: image182.png]1t-21 1- 22k

1
PPTCET Ty

<0



，
　　即：（2 2t2-k+1+2）（1-2t2-2t）+（2t2-2t+1-2t+1+2）（1-22t2-k）<0,，
　　整理得2 3t2-2t-k>1，因底数2>1，故：3t2-2t-k>0
　　上式对一切t∈R均成立，从而判别式[image: image183.png]A=4+12k 0=k <7%




　　19.设[image: image184.png]S



，对任意实数[image: image185.png]


，记[image: image186.png]i
=fx-Zt
g =rx->



.
　　（I）求函数y=f（x）-g 8（x）的单调区间；
　　（Ⅱ）求证：当x >0时，f（x）≥gt（x）对任意正实数t成立；
　　（I）解：[image: image187.png]


.由y′=x 2-4=0，得x=±2。
　　因为当x∈（-∞,-2）时，y′ >0，当x∈（-2,2）时，y′<0，当x∈（2,+∞）时，y′>0，
　　故所求函数的单调递增区间是（-∞,-2），（2,+∞）；单调递减区间是（-2,2）.
　　（II）证明：方法一：令[image: image188.png]2
M= 5= 5w = s 2 0)



，
　　则[image: image189.png]


，当t >0时，由h′（t）=0，得[image: image190.png]


，当[image: image191.png]xe (2%, +®)



时，h′（x）>0，
　　所以h（x）在（0,+∞）内的最小值是[image: image192.png]1
R(EE) =0



。
　　故当x >0时，f（x）≥gt（x）对任意正实数t成立。
　　方法二：
　　对任意固定的x >0，令[image: image193.png]i.2
KO =8, =r-2t(e>0)



，则[image: image194.png]1
W)= %F(x—ﬁ)



，
　　由h′（t）=0，得t=x 3.当0<t<x3时，h′（t）>0.当t>x3时，h′（t）<0，
　　所以当t=x 3时，h（t）取得最大值[image: image195.png]h(f):%;?



.
　　因此当x >0时，f（x）≥g（x）对任意正实数[image: image196.png]


成立.
　　20.（2009年辽宁卷）已知函数[image: image197.png]2 -ax+(@-Dinxa>1




，
　　（1）讨论函数f（x）的单调性；
　　（2）证明：若a <5，则对于任意x1,x2∈（0,+∞,x1≠x2）有[image: image198.png]S@)-f)

n-x

>-1



。
　　解：（1）f（x）的定义域为（0,+∞），[image: image199.png]arta-1_ (x=Dlx=(a-1]

(x)= x—a+2 0
S@W= et = =




　　（i）若a-1=1，即a=2，则[image: image200.png]r= D



，故f（x）在（0,+∞）上单调增加。
　　（ii）若a-1 <1，而a>1，故1<a<2，则当x∈（a-1,1）时，f′（x）<0；
　　当x∈（0,a-1）及x∈（1,+∞）时，f′（x） >0。
　　故f（x）在（a-1,1）上单调减少，在（0,a-1），（1,+∞）上单调增加。
　　（iii）若a-1 >1，即a>2，同理可得f（x）在（a-1,1）上单调减少，在（0,a-1），（1,+∞）上单调增加。
　　（2）考虑函数[image: image201.png]g(x):/(x)n:%x’—aﬁ(a—l)lmn



，
　　则[image: image202.png]g =10+ 2o fr
x

(a-D=1-(a-1-1°



，
　　由于1 <a<5，故g′（x）>0，即g（x）在（0,+∞）上单调增加，从而当0<x2<x1时，
　　有g（x 1）-g（x2）>0，即f（x1）-f（x2）+x1-x2>0，故[image: image203.png]S@)-f)

n-x

>-1



；
　　当0 <x1<x2时，有[image: image204.png]S@)- S fwm)-fx)

x-x xn-x

>-1



。
　　21.设f（x）=e x（ax2+x+1），且曲线y＝f（x）在x＝1处的切线与x轴平行。
　　（I） 求a的值，并讨论f（x）的单调性；
　　（II） 证明：当[image: image205.png]oel0, 2P
[0, 2]ﬁ,}f(cos€)—f(sm5)\ <2



w.w.w.k.s.5.u.c.o.m
　　（21）解：（I）f′（x）=e x（ax2+x+1+2ax+1）.有条件知，
　　f′（1）=0，故a+3+2a=0[image: image206.png]


a=-1.
　　于是f′（x）=e x（-x2-x+2）=ex（x+2）（x+1）.
　　故当x∈（-∞,-2）∪（1,∞）时，f′（x）＜0；w.w.w.k.s.5.u.c.o.m
　　当x∈（-2,1）时，f′（x）＞0.
　　从而f（x）在（-∞,-2），（1,+∞）单调减少，在（-2,1）单调增加.
　　（Ⅱ）由（I）知f（x）在[0,1]单调增加，故f（x）在[0,1]的最大值为f（1）=e，
　　最小值为f（0）=1。
　　从而对任意x 1，x2∈[0,1]，有|f（x1）-f（x2）|≤e-1<2。
　　而当[image: image207.png]


时，[image: image208.png]cos &, sin &



∈[0,1]。
　　从而[image: image209.png]|#(cos &) - f(sin )] <2




　　26.已知f（x）=x 2+bx+c为偶函数，曲线y=f（x）过点（2,5），g（x）=（x+a）f（x）。
　　（I）求曲线y=g（x）有斜率为0的切线，求实数a的取值范围；
　　（Ⅱ）若当x=-1时函数y=g（x）取得极值，确定y=g（x）的单调区间.
　　解:（I）[image: image210.png]


f（x）=x 2+bx+c为偶函数,故f（-x）=f（x）即有
　　（-x） 2+b（-x）+c=x2+bx+c解得b=0
　　又曲线y=f（x）过点（2,5）,得2 2+c=5有c=1
　　[image: image211.png]


g（x）=（x+a）f（x）=x 3+ax2+x+a从而g′（x）=3x2+2ax+1,[image: image212.png]


曲线y=g（x）有斜率为0的切线，故有g′（x）=0有实数解.即3x2+2ax+1=0有实数解.此时有△=4a2-12≥0解得
　　[image: image213.png]@ &f-o, 3]0 fE.40)



所以实数a的取值范围:[image: image214.png]@ &f-o, 3]0 fE.40)




　　（Ⅱ）因x=-1时函数y=g（x）取得极值,故有g′（-1）=0即3-2a+1=0,解得a=2
　　又g′（x）=3x 2+4x+1=（3x+1）（x+1）
　　令g′（x）=0,得[image: image215.png]



　　当x∈（-∞,-1）时,g′（x） >0,故g（x）在（-∞,-1）上为增函数
　　当[image: image216.png]1
reC1-3)



时g′（x） <0,,故g（x）在[image: image217.png]1
-2



上为减函数
　　当[image: image218.png]xe(fzm)



时,g′（x） >0,故g（x）在[image: image219.png]


上为增函数
　　23.已知函数f（x）=ax 4lnx+bx4-c（x>0）在x=1处取得极值-3-c，其中a,b,c为常数。
　　（1）试确定a,b的值；
　　（2）讨论函数f（x）的单调区间；
　　（3）若对任意x >0，不等式f（x）≥-2c2恒成立，求c的取值范围。
　　解：（I）由题意知f（1）=-3-c，因此b-c=-3-c，从而b=-3.
　　又对f（x）求导得[image: image220.png]F'(x)=4ax’n x+ax* Lyape
x



=x 3（4alnx+a+4b）.
　　由题意f′（1）=0，因此a+4b=0，解得a=12.
　　（II）由（I）知f′（x）=48x 3lnx（x>0），令f′（x）=0，解得x=1.
　　当0 <x<1时，f′（x）<0，此时f（x）为减函数；
　　当x >1时，f′（x）>0，此时f（x）为增函数.
　　因此f（x）的单调递减区间为（0,1），而f（x）的单调递增区间为（1,+∞）。
　　（III）由（II）知，f（x）在x=1处取得极小值f（1）=-3-c，此极小值也是最小值，要使f（x）≥-2c 2（x>0）恒成立，只需-3-c≥-2c2。
　　即2c 2-c-3≥0，从而（2c-3）（c+1）≥0，
　　解得[image: image221.png]


或c≤-1。
　　所以[image: image222.png]


的取值范围为[image: image223.png](7w,71]u[;+w]



.
　　24.已知函数[image: image224.png]fW=x+L(x=0aeR)
x




　　（1）判断函数f（x）的奇偶性；
　　（2）若f（x）在区间[2,+∞）是增函数，求实数a的取值范围。
　　解：（1）当a=0时，f（x）=x 2为偶函数；当a≠0时，f（x）既不是奇函数也不是偶函数。
　　（2）设x 2>x1≥2，[image: image225.png]
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　　由x 2>x1≥2得x1x2（x1+x2）>16，x1-x2<0,x1x2>0
　　要使f（x）在区间[2,+∞）是增函数只需f（x 1）-f（x2）<0，
　　即x 1x2（x1+x2）>-a>0恒成立，则a≤16。
　　另解（导数法）：[image: image227.png]


，要使f（x）在区间[2,+∞）是增函数，只需当x≥2时，f′（x）≥0恒成立，即[image: image228.png]


，则a≤2x 3∈[16,+∞）恒成立，
　　故当a≤16时，f（x）在区间[2,+∞）是增函数。
　　25.已知函数f（x）是定义域为R的奇函数，且对任意的x∈R,f（x+2）=-f（x）恒成立，当x∈（0,2]时，f（x）=2x-x 2.
　　（1）证明函数f（x）是周期函数；
　　（2）当x∈R时，求函数f（x）的解析式；
　　（3）计算f（0）+f（1）+f（2）+…f（2007）=0的值.
　　26.设函数f（x）在（-∞,+∞）h上满足f（2-x）=f（2+x）,f（7-x）=f（7+x），且在闭区间[0，7]上，只有f（1）=f（3）=0（I）试判断函数y=f（x）的奇偶性；
　　（Ⅱ）试求方程f（x）=0在闭区间[－2005，2005]上的根的个数，并证明你的结论.
　　解:（I）　由于在闭区间[0，7]上，只有f（1）=f（3）=0，故f（0）≠0.若f（x）是奇函数，则f（0）=0，矛盾.所以，f（x）不是奇函数.
　　由[image: image229.png]{f(2*X):/(2+X)vi{f®:/(4ﬂ),

A== A0 L f) = fa- g TGRS





　　[image: image230.png]=f)=f(x+10)



,　从而知函数y=f（x）是以T=10为周期的函数.
　　若f（x）是偶函数，则f（-1）=f（1）=0.又f（-1）=f（-1+10）=f（9），从而f（9）=0.
　　由于对任意的x∈（3，7]上，f（x）≠0，又函数y=f（x）的图像的关于x=7对称，所以对区间[7，11）上的任意x均有f（x）≠0.所以，f（9）≠0，这与前面的结论矛盾.
　　所以，函数y=f（x）是非奇非偶函数.
　　（II）由第（I）小题的解答，我们知道f（x）=0在区间（0，10）有且只有两个解，并且f（0）≠0.由于函数y=f（x）是以T=10为周期的函数，故f（10k）≠0,（k∈Z）.所以在区间[－2000,2000]上，方程f（x）=0共有[image: image231.png]40005 _g00



个解.
　　在区间[2000,2010]上，方程f（x）=0有且只有两个解.因为
　　F（2001）=f（1）=0,f（2003）=f（3）=0，
　　所以，在区间[2000,2005]上，方程f（x）=0有且只有两个解.
　　在区间[－2010,－2000]上，方程f（x）=0有且只有两个解.因为
　　F（-2009）=f（1）=0,f（-2007）=f（3）=0，
　　所以，在区间[－2005,－2000]上，方程f（x）=0无解.
　　综上所述，方程f（x）=0在[－2005,2005]上共有802个解.
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