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第四章　函数的值域、最值求法及应用
一、函数值域、最值的定义
　　1.值域
　　在函数y=f（x）中，与自变量x的值对应的y的值叫做函数值，函数值的集合叫做函数的值域.
　　说明：当函数y=f（x）用图像给出时，函数的值域是指图像在y轴上的投影所覆盖的实数y的集合.
　　2.最值
　　函数值域中如果存在最大（小）的数M（m），M（m）叫函数的最大（小）值。
　　或定义为：函数y=f（x）,x∈A，与常数M（m）满足：
　　①任意的x∈A，y=f（x）≤M（（f（x）≥m）恒成立；
　　②存在x0∈A使得y=f（x0=M（f（x0）=m）。
　　例1.（2007年上海卷）设函数f（x）的定义域为R，有下列三个命题：
　　（1）若存在常数M，使得对任意x∈R，有f（x）≤M，则M是函数f（x）的最大值；
　　（2）若存在x0∈R，使得对任意x∈R，且x≠x0，有f（x）<f（x0），则f（x0）是函数f（x）的最大值；
　　（3）若存在x0∈R，使得对任意x∈R，有f（x）≤f（x0），则f（x0）是函数f（x）的最大值。
　　这些命题中，真命题的个数是（　）。
　　A.0个　　B.1个　　C.2个　　D.3个
　　[答疑编号911040101]
　　答：C

　　二、函数值域、最值的求法
　　（1）直接利用初等函数的性质；
　　（2）间接利用初等函数的性质（换元的思想）；
　　（3）转化成关于x的方程f（x）=y在定义域A内有解的问题（转化的思想）；所谓判别式法是他的特例。
　　（4）重要不等式；
　　（5）导数：当一个函数在定义域上可导时，可据其导数求最值，再得值域；
　　（6）几何意义法：由数形结合，转化斜率、距离等求值域。
　　例2.求下列函数的值域
　　[答疑编号911040102]
　　（1）
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　　（5）[image: image9.png]


；

[image: image10.png]- FEHRAET 0401-06

. Hx=coss 8eo 7]

® y=x+{1-%% v
1—x2=0
x2<1 8 1=x=1
T

y=sina+ cose

= (7 (sine e+ cose IZ)

3

info4 2 x_3
=7 sin(s+5) r<o+f<da
—fsm(u%)@ =y<(7





　　（6）[image: image11.png]yax=1|+|x+4|
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　　[答疑编号911040201]
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　　（8）[image: image16.png]


；
　　[答疑编号911040202]
[image: image17.png]



　　（9）[image: image18.png]1-sinx
2 cosx



.
　　[答疑编号911040203]
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　　[答疑编号911040204]
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　　[答疑编号911040205]
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　　解：（1）[image: image24.png]
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　　练习题
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，则函数[image: image34.png]¥ =tan 2xtan® x



的最大值为　　　。
　　[答疑编号911040206]
　　解:令[image: image35.png]tan x=
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　　例3.已知a是实数，f（x）=x2+|x-a|+1,，x∈R，求：
　　[答疑编号911040301]
　　（1）讨论函数f（x）的奇偶性；
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　　（2）求函数f（x）的最小值.
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　　例4.墙上挂着一张9尺高的图画，底部距地面8尺，一观众高5尺（地面到眼睛的距离），问站在离墙多远的地方看得最为清楚（即视角最大时）？
　　[答疑编号911040302]
　　[image: image41.png]EE]
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　　例5.已知函数[image: image43.png]/(x):ax’—%”c



（a、c∈R）满足条件：①f（1）=0；②对一切x∈R，都有f（x）≥0。
　　[答疑编号911040303]
　　（I）求a、c的值；
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　　（Ⅱ）是否存在实数m，使函数g（x）=f（x）-mx在区间[m,m+2]上有最小值－5？若存在，请求出实数m的值；若不存在，请说明理由。
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　　解：（I）当a=0时，[image: image47.png]/(x),w”c



.
　　由f（1）=0得：[image: image48.png]~lic=0



，即[image: image49.png]
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.
　　显然x＞1时，f（x）＜0，这与条件②相矛盾，不合题意。
　　∴a≠0，函数[image: image51.png]/(x):ax’—%”c



是二次函数。
　　由于对一切x∈R，都有f（x）≥0，于是由二次函数的性质可得
　　[image: image52.png]a>0,
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即[image: image53.png]@]




　　由f（1）=0得[image: image54.png]1
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，即[image: image55.png]


，代入（*）得[image: image56.png]


.
　　整理得[image: image57.png]


，即[image: image58.png]


.
　　而[image: image59.png]


，∴[image: image60.png]Ble



.
　　将[image: image61.png]Ble



代入（*）得，[image: image62.png]


，
　　∴[image: image63.png]


.
　　另解：（I）当a=0时，[image: image64.png]/(x),w”c



.
　　由f（1）=0得[image: image65.png]~lic=0



，即[image: image66.png]


，
　　∴[image: image67.png]s@=-Larl
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.
　　显然x>1时，f（x）＜0，这与条件②相矛盾，
　　∴a≠0，因而函数[image: image68.png]/(x):ax’—%”c



是二次函数.
　　由于对一切x∈R，都有f（x）≥0，于是由二次函数的性质可得
　　[image: image69.png]a>0,

2
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即[image: image70.png]



　　由此可知a>0,c>0，，
　　∴[image: image71.png]


.
　　由f（1）=0，得[image: image72.png]1
ate=—
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，代入上式得[image: image73.png]


.
　　但前面已推得[image: image74.png]


，
　　∴[image: image75.png]


.
　　由[image: image76.png]


解得[image: image77.png]


.
　　（Ⅱ）∵[image: image78.png]


，∴[image: image79.png]


.
　　∴[image: image80.png]P S ) 1
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.
　　该函数图像开口向上，且对称轴为x=2m+1。
　　假设存在实数m使函数[image: image81.png]P S ) 1
()= () -mx= ¥ [2+m]x+4



在区间[m,m+2]上有最小值－5.
　　①当m<-1时，2m+1<m，函数g（x）在区间[m,m+2]上是递增的，
　　∴g（m）＝－5，
　　即[image: image82.png]


，
　　解得m=－3或m=[image: image83.png]A



。
　　∵[image: image84.png]A



＞－1，∴m＝[image: image85.png]A



舍去.
　　②当－1≤m＜1时，m≤2m+1＜m＋1，函数g（x）在区间[m,2m+1]上是递减的，而在区间[2m+1,m+2]上是递增的，
　　∴g（2m+1）=-5，
　　即[image: image86.png]%(2m+1)’—[%+m](2m+1)+%:



.
　　解得m＝[image: image87.png]


或[image: image88.png]


＝[image: image89.png]1.1
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，均应舍去.
　　③当m≥1时，2m+1≥m＋2，函数g（x）在区间[m,m+2]上是递减的，
　　∴g（m+2）＝－5，
　　即[image: image90.png]Z(m+2)zf[%+m](m+2)+%:75



.
　　解得m＝[image: image91.png]—1-2.02



或m＝[image: image92.png]—14242



，其中m＝[image: image93.png]—1-2.02



应舍去.
　　综上可得，当m＝－3或m＝[image: image94.png]—14242



时，函数g（x）=f（x）-mx在区间[m,m+2]上有最小值－5.
　　例6.甲、乙两地相距Skm，汽车从甲地匀速行驶到乙地，速度不得超过ckm／h，已知汽车每小时的运输成本（以元为单位）由可变部分和固定部分组成：可变部分与速度v（km／h）的平方成正比，比例系数为b；固定部分为a元.
　　[答疑编号911040304]
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　　（1）把全程运输成本y（元）表示为速度v（km／h）的函数，并指出这个函数的定义域；
　　（2）为了使全程运输成本最小，汽车应以多大速度行驶.
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　　解：（1）
　　[image: image98.png]y=5C+bv), o€ 0, <l
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　　例7.已知函数f（x）=lg［（a2－1）x2+（a+1）x+1］
　　[答疑编号911040401]
　　（1）若f（x）的定义域为（－∞,+∞），求实数a的取值范围；
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　　（2）若f（x）的值域为（－∞,+∞）,求实数a的取值范围.

[image: image102.png]FEHRAET 0d04-02





　　解：（1）a≤－1或a>为[image: image103.png]


所求
　　（2）1≤a≤[image: image104.png]


为所求
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　　练习题
　　1.（07全国I）设a>1，函数f（x）=㏒ax在区间[a,2a]上的最大值与最小值之差为[image: image106.png]


，则a=（　）。
　　[答疑编号911040402]
　　A.[image: image107.png]


　　　B.2　　　C.[image: image108.png]


　　　D.4A
　　2.（07浙江）设[image: image109.png]


，g（x）是二次函数，若f[g（x）]的值域是[0,+∞），则g（x）的值域是（　）。
　　A.（-∞,1]∪[1,+∞）　　　　　B.（-∞,1]∪[0,+∞）　　
　　C.[0,+∞）　　　　　　　　　　D.[1,+∞）
　　[答疑编号911040403]
　　答：C
　　3.若函数f（x）、g（x）的定义域和值域都是R，则“[image: image110.png]Flx)<glx)xe R



”成立的充要条件是（　）。
　　[答疑编号911040404]
　　A.存在x0∈R，使得f（x0）<g（x0） 
　　B.有无数多个实数x，使得f（x）<g（x） 
　　C.对任意x∈R，都有[image: image111.png]o
)41 <l




　　D.不存在实数x，使得f（x）≥g（x）
　　4.已知f（x）为奇函数，且当x<0时，f（x）=x2+3x+2，若当x∈[1,3]时，n≤f（x） ≤m恒成立，则m-n的最小值为（　）。
　　A.2　　　B.[image: image112.png]


　　　C.[image: image113.png]


　　　D.[image: image114.png]



　　[答疑编号911040405]
　　答：B
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　　5.（2009年湖南卷）设函数y= f（x）在（－∞,+∞）内有定义.对于给定的正数K，定义函数[image: image116.png]_/@sm=k,
mm{K ok



取函数f（x）=2-x-e-x。若对任意的[image: image117.png]x € (—o0,+00)



，恒有fk（x）= f（x），则（　）。
　　A.K的最大值为2　　　　　　B.K的最小值为2 
　　C.K的最大值为1　　　　　　D.K的最小值为1
　　[答疑编号911040406]
　　答：D。
　　解：由K≥f（x）恒成立知K≥f（x）mm,故K有最小值，可排除A,C,又由直觉思维得在x=0时，f（x）=2-x-e-x=2-0-1=1，排除B,因此选D。
　　6.对一切自然数n，不等式[image: image118.png]1 L 23-5
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都成立，则a的最大值是（　）。
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　　A.1　　　B.2　　　C.3　　　D.4
　　[答疑编号911040407]
　　答：B
　　7.若不等式[（1-a）n-a]ga<0对于任意正整数n恒成立，则实数a的取值范围是（　）。
　　A.{a|a>1}
　　B.[image: image120.png]



　　C.[image: image121.png](a] 0<a <%E§Ea>1>




　　D.[image: image122.png](a] 0<a <%E§Ea>l>




　　[答疑编号911040408]
　　答：B
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　　8.对于在区间[a,b]上有意义的两个函数f（x）与g（x），如果对于任意x∈[a,b]，均有|f（x）-g（x）≤1，则称f（x）与g（x）在区间[a,b]上是接近的，若函数y=x2-3x+4与函数y=2x-3在区间[a,b]上是接近的，则该区间可以是　　　。
　　[答疑编号911040409]
　　答：[2,3]
　　（只要是[2,3]的任意子区间均可）
　　9.（2009年全国1卷）若[image: image125.png]El

n
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，则函数y=tan2xtan3x的最大值为（　）。
　　[答疑编号911040410]
　　解：令tanx=t，[image: image126.png]£>1




,
　　[image: image127.png]



　　答：-8
　　10.已知当x∈[-2,2]时，不等式x2+ax-3a<0恒成立，求实数a的取值范围。
　　[答疑编号911040411]
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　　11.已知函数[image: image130.png]J(x)= Asin( 2x+ @)(A > 0,0 <@ <2m)



，若对任意x∈R有[image: image131.png]5
ORI



成立，则方程f（x）=0在[0,π]上的解为　　　。
　　[答疑编号911040412]
　　 答：[image: image132.png]


。
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　　12.对一切实数x，不等式x2+a|x|+1≥0恒成立，则实数a的取值范围是　　　。
　　[答疑编号911040413]
　　13.函数f（x）=3ax+1-2a在[-1,1]上存在x0，使f（x0）=0（x0≠±1）的取值范围是　　　。
　　[答疑编号911040414]
　　14.设奇函数f（x）在[-1,1]上是增函数，且f（-1）=-1，若函灵敏f（x）≤t2-2at+1对所有的x∈[-1,1]R都成立，当a∈[-1,1]时，则t的取值范围是　　　。
　　[答疑编号911040501]
　　答：t≥2或t≤-2或t=0

[image: image134.png]- FEKRAET odos-01
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　　15.已知命题p：不等式｜x｜＋｜x－1｜＞a的解集为R，命题q：f（x）＝－（5－2a）x是减函数，若p，q中有且仅有一个为真命题，则实数a的取值范围是　　　。
　　[答疑编号911040502]
　　答：[1，2）。
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　　16.设a>0，函数f（x）=x3-ax在[1+∞）上是单调递增函数，则实数a的取值范围为　　　。
　　[答疑编号911040503]
　　答：{a|0<a≤3}。
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　　17.已知奇函数f（x）的定义域为实数集,且f（x）在[0，+∞）上是增函数，当[image: image137.png]A

A
o)y



时，是否存在这样的实数m，使f（4m-2mcosθ）-f（2sin2θ+2）>f（0）对所有的[image: image138.png]


均成立？若存在，求出所有适合条件的实数m；若不存在，说明理由。
　　[答疑编号911040504]
[image: image139.png]. FERET od05-04
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　　解：∵f（x）为奇函数，∴f（-x）=-f（x）（x∈R）∴f（0）=0
　　∵f（4m-2mcosθ）-f（2sin2θ+2）>0
　　∴f（4m-2msosθ） >f（2sin2θ+2）
　　又∵f（x）在[0,+∞]上是增函数，且f（x）是奇函数
　　∴f（x）是R上的增函数，
　　∴4m-2msosθ>2sin2θ+2
　　∴cos2θ-mcosθ+2m-2>0
　　[image: image141.png]-.-55[0,%(],.-.“55[0,1]



，令[image: image142.png]I=cos&( 0,1




　　∴满足条件的m应该使不等式l2-mt+2m-2>0对任意L∈[0,1]均成立。
　　设[image: image143.png]gy =2m+2m-2=0 -2
¢ 75)2 +2m—2



，由条件得
　　[image: image144.png]


或[image: image145.png]


或[image: image146.png]J'_

e >0




　　解得，[image: image147.png]422 <m<2



或m>2
　　即m存在，取值范围是[image: image148.png](422,40
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