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第七章　不等式
一、不等式的基本性质
　　1.实数的基本性质
　　（1）设a,b∈R，则a＞b,a=b,a＜b三者必居其一.
　　（2）
 INCLUDEPICTURE "../../../../../../../下载制作/2009年下载/ehappystudy/jpgaokao/wk/qianghua/sx/media_z/0701/kcjy/images0701/image001.gif" \* MERGEFORMAT 


且a≤b.
　　（3）设a,b∈R，则；
　　[image: image2.png]


；
　　[image: image3.png]a<bea-b<0



.
　　设a,b∈R，且b＞0，则[image: image4.png]a>boLsl
N



；
　　[image: image5.png]a=p el



；
　　[image: image6.png]a<bola
N



.
　　说明：关于≤,≥两个符号的意义：[image: image7.png]ashSa<bm




；
　　[image: image8.png]azbSa>b




.
　　2.不等式的基本性质

[image: image9.png]0701-01
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　　（1）[image: image10.png]a<boazxh



；
　　（2）[image: image11.png]a<bb<coa<c



（传递性）；
　　（3）[image: image12.png]a<bhSate <hb+e



.
　　推论1.[image: image13.png]a <b,c <d =>a+c <b+d



（不等式的加法运算）.
　　推论2.[image: image14.png]@y <byay <bya, <b,Daytay+eta, <bHb beth,



.
　　推论3.[image: image15.png]a<berd=a-c<b-d



（不等式的减法运算）.
　　（4）[image: image16.png]a <b,c>0=ac<be, a<bec<0=ac>bc



.
　　[image: image17.png]ab>0 aspell



.
　　推论1.[image: image18.png]0<a<b,0<c<d=ac<bd



（不等式的乘法运算）.
　　推论2.[image: image19.png]0<a <by,0<a <by, 0 <a, <b, Saa, a, <bb-




.
　　推论3.[image: image20.png]0<acbosrds»0=lcl
-



（不等式的除法运算）.
　　（5）[image: image21.png]O<a<b=>a" <b" (nel)



（不等式的乘方运算）.
　　（6）[image: image22.png]O<a<b=4a < (n>lLned)



（不等式的开方运算）.
　　说明：性质（5）中的n可推广到任意正实数.
　　例1.（1）a,b,c都是实数，则下列说法正确的是（　）。
　　[答疑编号911070101]
　　（A）若a＞b，b＞c，则（a－c）（a－b）＞（a－b）（b－c） 
　　（B）若a＞b，则ac2＞bc2
　　（C）若a＞b且c＞d，则ac＞bd 
　　（D）若[image: image23.png]


，则a＞b
　　（2）若a＜b，c＜d且（c－a）（c－b）＞0，（d－a）（d－b）＜0，则下列不等式中正确的是（　）。
　　[答疑编号911070102]
　　（A）c＜a＜d＜b　　　　　　（B）a＜c＜b＜d 
　　（C）c＜a＜b＜d　　　　　　（D）a＜c＜d＜b
　　（3）设x,y,m,n是互不相等的正数，且[image: image24.png]0 <afx =y <afm—fn,x+y




，则正确的是（　）。
　　[答疑编号911070103]
　　（A）xy＞mn且x＞m＞n＞y　　　（B）xy＞mn且m＞x＞y＞n
　　（C）xy＜mn且x＞m＞n＞y　　　（D）xy＜mn且m＞x＞y＞n
　　例2.若a+b+c≥0，试比较a3+b3+c3与3abc的大小.
　　[答疑编号911070104]
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[image: image27.png]sz
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　　例3.设[image: image28.png]a2



，令[image: image29.png]



　　[答疑编号911070105]
　　（1）证明：[image: image30.png]


介于a1,a2之间；
　　（2）a1,a2中哪一个更接近于[image: image31.png]


；
　　（3）你能设计一个比a1,a2更接近于[image: image32.png]


的一个实数a3吗？并说明理由.
　　（1）证明：若[image: image33.png]


，则只须证[image: image34.png]


.
　　∵[image: image35.png]=1+
3=
a-

N
144





 INCLUDEPICTURE "../../../../../../../下载制作/2009年下载/ehappystudy/jpgaokao/wk/qianghua/sx/media_z/0701/kcjy/images0701/image033.gif" \* MERGEFORMAT [image: image36.png]1
—-2-D

Tta





 INCLUDEPICTURE "../../../../../../../下载制作/2009年下载/ehappystudy/jpgaokao/wk/qianghua/sx/media_z/0701/kcjy/images0701/image034.gif" \* MERGEFORMAT [image: image37.png]1
>1+J2_7(\/§7D



=0，
　　故[image: image38.png]


成立.
　　若[image: image39.png]


，则只须证[image: image40.png]


.
　　∵[image: image41.png]=1+
3=
a-

N
144





 INCLUDEPICTURE "../../../../../../../下载制作/2009年下载/ehappystudy/jpgaokao/wk/qianghua/sx/media_z/0701/kcjy/images0701/image039.gif" \* MERGEFORMAT [image: image42.png]1
—-2-D

Tta





 INCLUDEPICTURE "../../../../../../../下载制作/2009年下载/ehappystudy/jpgaokao/wk/qianghua/sx/media_z/0701/kcjy/images0701/image040.gif" \* MERGEFORMAT [image: image43.png]1
<1+~/57(\/§7D



=0，
　　故[image: image44.png]


成立.∴[image: image45.png]


介于a1,a2之间；
　　（2）若[image: image46.png]


，
　　[image: image47.png](-2 - (2-a)=a+a,- 242





 INCLUDEPICTURE "../../../../../../../下载制作/2009年下载/ehappystudy/jpgaokao/wk/qianghua/sx/media_z/0701/kcjy/images0701/image045.gif" \* MERGEFORMAT [image: image48.png]=1+

+a- 242

Tra,




　　[image: image49.png]_ @)’ -2V (1+a) +1

Tra,





 INCLUDEPICTURE "../../../../../../../下载制作/2009年下载/ehappystudy/jpgaokao/wk/qianghua/sx/media_z/0701/kcjy/images0701/image052.gif" \* MERGEFORMAT [image: image50.png]_[+a) =27~

T+a




，
　　∵[image: image51.png]


，且[image: image52.png]a2



，∴[image: image53.png]0 <[(1+a) -2 <1



，故[image: image54.png](- V2)-(f2-a) <0



，∴此时，a2比a1更接近于[image: image55.png]


；
　　若[image: image56.png]


，
　　[image: image57.png](W2-a) (@ -2y = 22~ (o, +a;)





 INCLUDEPICTURE "../../../../../../../下载制作/2009年下载/ehappystudy/jpgaokao/wk/qianghua/sx/media_z/0701/kcjy/images0701/image060.gif" \* MERGEFORMAT [image: image58.png]=22 (l+ay+

+ay




　　[image: image59.png]_ —(+a) +22(1+a), -1
- T+a,





 INCLUDEPICTURE "../../../../../../../下载制作/2009年下载/ehappystudy/jpgaokao/wk/qianghua/sx/media_z/0701/kcjy/images0701/image062.gif" \* MERGEFORMAT [image: image60.png]_1-[(+a)-+2T

Tta,



，
　　∵[image: image61.png]


，且[image: image62.png]a2



，∴[image: image63.png][(1+a)-~2F »1



，故[image: image64.png](- V2)-(f2-a) <0



，∴此时，a2也比a1更接近于[image: image65.png]


；
　　综上，a1,a2中a2更接近于[image: image66.png]


；
　　（3）由（2）的结论可知令[image: image67.png]


，则a3较a2更接近[image: image68.png]


.
　　例4. 已知f（x）=x2+|x－a|+1（a∈R），求f（x）得最小值.
　　[答疑编号911070106]
　　解：[image: image69.png]r-atlxza,

F@) = +|x-al+1 {

—x+a+lx<a



，
　　当x≥a时，f（x）=x2+x－a+1，
　　若[image: image70.png]


，则f（x）的取值范围为[a2+1，+∞）；
　　若[image: image71.png]


，则f（x）的取值范围为[image: image72.png]


.
　　当x＜a时，f（x）=x2－x+a+1，
　　若[image: image73.png]


，则f（x）的取值范围为[image: image74.png][§+a,+w)



；
　　若[image: image75.png]


，则f（x）的取值范围为[image: image76.png](a* +1,400)



.
　　当[image: image77.png]


时，∵[image: image78.png](a’+1)—(§+a):a’—a+%:(a—%)’ =0



，故[image: image79.png]


，∴f（x）的值域为[image: image80.png][§+a,+w)



，∴[image: image81.png]PRERES



；
　　当[image: image82.png]"



时，f（x）的值域为[a2+1，+∞），∴fmin（x）=a2+1；
　　当[image: image83.png]


时，∵[image: image84.png]3 1 1
P+ -(C-ay=a’+at-=(a+-)* >0
(@ )(4 a)=a’+a 7 (@ 2)



，故[image: image85.png]driniog
2



，
　　∴f（x）的值域为[image: image86.png]


，∴[image: image87.png]PRETE



.

　　二、几个重要的不等式
　　1.若a,b∈R，则a2+b2≥2ab（当且仅当a=b时取等号）.
　　推论1.若a,b∈R，则a2+b2≥2|ab|（当且仅当|a|=|b|时取等号）.
　　说明：a2+b2≥2|ab|≥2ab.
　　推论2.若a,b∈R，则[image: image88.png]2 4 p?
a+b?

2@ty

)




（当且仅当a=b时取等号）.
　　推论3.若a,b∈R+，则[image: image89.png]Jak



（当且仅当a=b时取等号）
　　2.若a,b∈R+，则a3+b3+c3≥3abc（当且仅当a=b=c时取等号）
　　推论1.若a,b∈R+，则[image: image90.png]atbie, same



（当且仅当a=b=c时取等号）
　　3.柯西不等式
　　若a1,a2,…an∈R，b1,b2,…bn∈R，则
　　（a1b1+a2b2+…+anbn）2≤（a12+a22+…+an2） （b12+b22+…+bn2）.
　　即[image: image91.png][’Z}a,b, ]2 = (’z:;a,’)(éb})



.
　　柯西不等式的证明：令f（x）=（a1x+b1）2+（a2x+b2）2+…+（anx+bn）2，则对任意的x∈R，f（x）≥0恒成立，
　　而f（x）= （a12+a22+…+ an2）x2+2（a1b1+a2b2+…+anbn）x+（b12+b22+…+bn2）
　　因为a12+a22+…+an2≥0，所以，当a12+a22+…+an2＞0时，
　　△=4（a1b1+a2b2+…+anbn）2－4（a12+a22+…+ an2） （b12+b22+…+bn2）＜0
　　即（a1b1+a2b2+…+anbn）2≤（a12+a22+…+ an2）（b12+b22+…+bn2）成立；
　　当a12+a22+…+an2=0时，a1=a2=…=an=0，显然不等式成立.
　　4.已知x,y∈R+，设S=x+y,T=xy，则
　　当S=x+y为常数时，当且仅当x=y时，T=xy取得最大值[image: image92.png]


；
　　当T=xy为常数时，当且仅当x=y时，S=x+y取得最小值[image: image93.png]


.
　　说明：利用均值不等式求函数最值时：注意：①一正二定三取等；
　　②积定和小，和定积大.

[image: image94.png]. FSEET oto1-05
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　　三、绝对值不等式
　　1.绝对值的定义：　　　　　　　.
　　根据绝对值定义得：
　　（1）[image: image95.png]a, a>0,
la]=50, a=0,
—aa<0



，
　　（2）a＞0，则①[image: image96.png]<as-a<x<a



；②[image: image97.png]


；
　　（3）|a|2=a2；
　　（4）－|a|≤a≤|a|.
　　2.运算性质：
　　（1）|ab|=|a||b|
　　（2）[image: image98.png]la
&

kil

3]



，（b≠0）
　　（3）|a|－|b|≤||a||b||≤|a+b|≤|a|+|b|；
　　|a|－|b|≤||a|-|b||≤|a-b|≤|a|+|b|.
　　推论：|a1+a2+…+an|≤|a1|+|a2|+…+|an|.

[image: image99.png]- FSEET 0101-06
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　　四、证明不等式常用方法：
　　（1）比较法：作差比较：[image: image100.png]



　　作差比较的步骤：
　　⑴作差：对要比较大小的两个数（或式）作差。
　　⑵变形：对差进行因式分解或配方成几个数（或式）的完全平方和。
　　⑶判断差的符号：结合变形的结果及题设条件判断差的符号。
　　注意：若两个正数作差比较有困难，可以通过它们的平方差来比较大小。
　　例4. 1）已知a＞0,b＞0，求证aabb≥abba。
　　[答疑编号911070107]
[image: image101.png]FEEAT o701-07





　　2）已知a＞0,b＞0,c＞0，求证[image: image102.png]b e atdee
aHe > (abe) T



。

[image: image103.png]- FERET oro1-08
stbre
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　　（2）综合法：由因导果。
　　例5.已知a,b,c∈R，求证[image: image104.png]A 4o 4T + T+ 22 (a+h+e)



：
　　[答疑编号911070108]
[image: image105.png]- FSEET or01-09
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　　例6.已知0＜x＜1，求证：[image: image106.png]


。
　　[答疑编号911070109]
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　　例7.已知a1,a2,…an＞0，且a1+a2+…+an=1，求证[image: image109.png]


：
　　[答疑编号911070201]
[image: image110.png]- FERET or02-02
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　　（3）分析法：执果索因。基本步骤：要证……只需证……，只需证……
　　例8.已知a＞0，b＞0，2c＞a+b，求证：
　　[答疑编号911070202]
　　（1）c2＞ab；（2）[image: image111.png]N —ab <a <otfet —ab




。
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　　例9.已知Rt△ABC的三条边的边长分别为a,b,c，c为斜边，求证：
　　[答疑编号911070203]
　　（1）当n＞2时，an+bn＜cn；（2）当n＜2时，an+bn＜cn。
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　　（4）反证法：正难则反。
　　例10.已知0＜a＜1,0＜b＜1,0＜c＜1，求证：（1－a）b, （1－b）c, （1－c）a中至少有一个不大于[image: image114.png]Rl




　　[答疑编号911070204]
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[image: image116.png]- FSEAT o102-06
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　　（5）放缩法：将不等式一侧适当的放大或缩小以达证题目的。
　　放缩法的方法有：
　　⑴添加或舍去一些项，如：[image: image117.png]Ja* +15|a|



；[image: image118.png]fals +1) >




　　⑵将分子或分母放大（或缩小）
　　⑶利用基本不等式，如：[image: image119.png]g 31155 < (£ B3 19 15 <ig VT6 =lg 4



；
　　[image: image120.png]Rt <w




　　⑷利用常用结论：
　　Ⅰ、[image: image121.png]1 1



；
　　Ⅱ、[image: image122.png]1 1 1
< R
*E-1)

1
1k




；[image: image123.png]1,1 1 1t
READ) E E+1




（程度大）
　　Ⅲ、[image: image124.png]1
T-DEk+1)

-1



；（程度小）
　　例11.求证[image: image125.png]


。
　　[答疑编号911070205]
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　　例12.设[image: image127.png]=X 244253 4l 1)




，求证：[image: image128.png]2
oD o 4D
B B




。
　　[答疑编号911070206]
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　　例13.求证[image: image130.png]2 +1-1) <1+%+%+---% <2fn (ne N



。
　　[答疑编号911070207]
　　例17.已知[image: image131.png]sinl_ sin2 sinn

2
P o




，求证对于任意的正整数m,n，当[image: image132.png]m>n



时，[image: image133.png]


。
　　[答疑编号911070208]
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　　（6）换元法：换元的目的就是减少不等式中变量，以使问题化难为易，化繁为简，常用的换元有三角换元和代数换元。
　　例14.已知x2+y2≤1，求证：[image: image135.png]


。
　　[答疑编号911070301]
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　　（7）构造法：通过构造函数、方程等来证明不等式；
　　例16.求证[image: image137.png]lottl _ e+l
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　　[答疑编号911070302]
[image: image138.png]= FEEEF o703-02

Bl I @SM
1H|atb] T 1 |a|+ o]

atb]<a]+ o]
latsl Ja|+]e]

— s ——
AR e |






　　五、解不等式
　　1.熟练掌握一元一次不等式和一元二次不等式的解法
　　①解关于x的不等式m2x-2x＞2-3m-mx
　　[答疑编号911070303]
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　　②已知不等式ax2+5x+b＞0的解集为[image: image140.png]b
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，求a,b.
　　[答疑编号911070304]
　　③已知不等式ax2+（a-1）x+a-1＜0对所有的实数x都成立，求a的取值范围
　　[答疑编号911070305]
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　　2.形如（x-x1） （x-x2）…（x-xn）＞0的高次不等式（数轴标根，穿线）
　　①（x2-4x-5）（x2-4）≤0
　　[答疑编号911070306]
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　　②（x-5）5（x+2）4（x+1）3（x-1）2（x+4）＞0
　　[答疑编号911070307]
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　　④（x+3）（x-2）2（x+1）2（x-1）≥0
　　[答疑编号911070308]
　　3.分式不等式（基本思想是把分式不等式化归为与他同解的整式不等式）
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　　②[image: image147.png]



　　[答疑编号911070310]
[image: image148.png]. FEEET 0103-09

2

@ 5 >
[—— e S

P e
(2—x1) (85 —4T)

—1<0





　　③[image: image149.png]
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　　⑤[image: image151.png]
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　　⑥[image: image152.png]
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　　⑦解关于x的不等式[image: image154.png]
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　　4.无理不等式
　　（解无理不等式的关键是将无理不等式等价转化为有理不等式，为了完成这个转化，常用乘方的方法去掉根号。解无理不等式的注意事项是要保证根式有意义）
　　①[image: image156.png]
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　　④[image: image160.png](x-x+220
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　　5.指数和对数不等式
　　（解指数和对数不等式的关键是利用换元或指对函数的性质，将其转化为代数不等式，在解的过程中必须特别要注意未知数的取值范围及指数、对数函数的增减性）.
　　指数不等式的解法主要有同底法、换元法、取对数法等等
　　①[image: image162.png]
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　　对数不等式的解法主要有同底法和换元法等，在解对数不等式时，除了要注意使对数有意义的未知数的取值范围外，还要注意对数的运算法则和换底公式的应用）
　　③logx-3（x2-3x-4）＜2
　　[答疑编号911070319]
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　　④log3x+logx27＜4
　　[答疑编号911070320]
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　　6.含有绝对值的不等式的解法
　　定理1：不等式|f（x）|＜g（x）与不等式－g（x）＜f（x）＜g（x）同解
　　定理2：不等式|f（x）|＞g（x）与与不等式f（x）＞g（x）与或f（x）＜－g（x）与同解
　　解绝对值不等式的方法是：（1）利用上述同解定理；（2）两边平方；（3）分情况讨论
　　① |x2－3x|＞4；②|x2－4|≤x+2
　　[答疑编号911070322]
　　③[image: image169.png]


（两种方法）
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　　④|2x－3|＜5+|x+4|
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