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第八讲　数列
　　一、数列的概念
　　1.数列：按照一定次序排列的一列数（与顺序有关）.
　　数列一般记为：a1， a2，a3，…，an，…，简记为：{an}.
　　说明：数列是定义域为N* （或N*的特殊子集{1,2,3,…,n}），当自变量从小到大依次取值时的一列函数值.
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　　2.通项公式：数列的第n项an与n之间的函数关系an=f（n）能用一个公式来表示时，这个公式叫数列的通项公式.
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　　3.数列的分类：有穷数列，无穷数列；递增数列，递减数列；摆动数列，常数数列；有界数列，无界数列.
　　说明：无穷数列{an}是递增（减）数列的充要条件是an<an+1，n∈N*（an>an+1，n∈N*）.注意它与一般函数在某区间上是单调函数在证明方法上的区别.
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　　4.数列的图象
　　5.数列的表示方法
　　（1）列举法:如1,3,5,7,9……；
　　（2）图解法:由（n,an）点构成；
　　（3）解析法:用通项公式表示,如an=2n+1；
　　（4）递推法:用前n项的值与它相邻的项之间的关系表示各项,如a1=1,an=1+2an-1
　　6.数列{an}的前n项和Sn与an之间的联系：
　　由Sn= a1+ a2+ a3+ ……+ an[image: image10.png]


不难推得[image: image11.png]e~ Sets



.　　例1.根据下面各数列前几项，写出一个通项
　　（1）①1,0,1,0,1,0，…… ； ②7,77,777,7777，……
　　[答疑编号921080201]
　　【答案】①[image: image12.png]a :%(mw)




；②[image: image13.png]:%(10"—1)
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　　（2）数列-1，[image: image15.png]
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，……的通项公式an可能是（　）.
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　　[答疑编号921080202]
　　【答案】D
　　例2.下面各数列的前n项和Sn的公式, 求{an}的通项公式.（1） Sn=2n2-3n ；（2） Sn= 3n-2.
　　[答疑编号921080203]
　　【答案】 （1） α1=S1=-1当n≥2时, αn=Sn-Sn-1=4n-5，由于a1也适合此等式,所以αn=4n-5.
　　（2） α1=S1=-1当n≥2时,αn=Sn-Sn-1=2·3n-1 ，[image: image22.png]1 a
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　　例3.（1）已知单调递增数列{an}的通项公式为：αn=n2-2αn+1（α为常数，且α∈R），则实数α的取值范围为　　；
　　（2）数列{an}满足：①αn<αn+1，n∈N*；②[image: image26.png]1
& <@t
<t



，n∈N*,n>1.请写出同时满足①②两个条件的数列的通项公式　　；
　　（3）数列{an}的通项公式为：[image: image27.png]


，{an}的最小项为α15，最大项为α16，则实数a的取值范围　　.
　　[答疑编号921080204]
　　【答案】（1）[image: image28.png]


；（2）an=lgn，（n∈N*）；（只要满足题意即可！）（3）15<a<16.
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　　例4.已知数列{an}的通项公式为：[image: image33.png]S+
10"




.试问：数列{an}中有没有最大项？ 若有，求出这个最大项；若没有，说明理由.（作差或作商）
　　[答疑编号921080205]
　　【答案】设数列中的最大项为an，则an≥an-1，an≥an+1
　　 从而[image: image34.png]9 9w, (I, 9
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　　解得：8≤n≤9 又[image: image35.png]


中有最大项为第8或第9项。　　二、等差数列
　　1.定义：αn-αn-1=d（n∈N+,，n>1）.
　　定义的等价形式：数列{an}是等差数列[image: image36.png]


αn+1-αn=d（常数）（n∈N*）
　　[image: image37.png]


2αn+1=αn+αn+2[image: image38.png]


αn+1-αn=αn+2-αn+1（n∈N*）
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　　2.通项公式：[image: image41.png]


.
　　说明：推倒通项公式（累加）：形如[image: image42.png]@y~ = f(7)
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　　3.前n项的和：[image: image47.png]


.
　　说明：（1）数列[image: image48.png]


是等差数列[image: image49.png]
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；
　　 （2）推倒前ｎ项和公式方法：倒序相加.
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　　4.等差中项：若a、b、c成等差数列，则b为a与c的等差中项:2b=a+c.
　　说明：a、b、c成等差数列[image: image54.png]


2b=a+c.
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　　5.等差数列的性质
　　（1）[image: image56.png]
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　　（4）在等差数列中，等距离取出若干项也构成一个等差数列，即an,an+m,an+2m,…,为等差数列，公差为md；
　　（5）Sn,S2n-Sn,S3n-S2n,…为等差数列，公差为n2d；
　　（6）若等差数列的项数为2n，则有[image: image62.png]


；
　　（7）等差数列的项数为奇数n，则[image: image63.png]


，[image: image64.png]


；
　　（8）{αn}为等差数列，S2n-1=（2n-1）αn；
　　（9）通项公式an=An+B（A≠0）是一次函数的形式；前n项和公式Sn=An2+Bn（A≠0）是不含常数项的二次函数的形式。（注当d=0时，Sn=na1, an=a1）；
　　（10）若a1>0，d<0，Sn有最大值，可由不等式组[image: image65.png]


来确定n；
　　若a1<0，d>0，Sn有最小值，可由不等式组[image: image66.png]


来确定。
　　6.等差数列的判定方法
　　（1）定义法：αn+1-αn=d（常数）（n∈N+） （2）中项法:2αn+1=αn+αn+2
　　7.知三求二（α1,d,n, αn,Sn）,要求选用公式要恰当
　　8.设元技巧：三数：α-d, α, α+d 四数：[image: image67.png]a-3d,a-d,a+d,a-3d




　　例题
　　1.已知等差数列{αn}中，α6+α10=16, α4=1，则α12的值是（　）.
　　A.15 B.30 C.31 D.64
　　[答疑编号921080401]
　　【答案】A
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　　2.{αn}是首项α1=1，公差d=3的等差数列，如果αn=2005，则序号n等于（　）.
　　A.667 B.668 C.669 D.670
　　[答疑编号921080402]
　　【答案】C
　　3.在等差数列｛an｝中，已知a1=2,a2+a3=13，则a4+a5+a6等于（　）.
　　A.40 B.42 C.43 D.45
　　[答疑编号921080403]
　　【答案】B
　　4.在各项均不为零的等差数列{αn}中，若[image: image69.png]@y~ s+ @y, =0(nZ2)



，则S2n-1-4n=（　）.
　　A.-2 B.0 C.1 D.2
　　[答疑编号921080404]
　　【答案】A （设公差为d，则an＋1＝an＋d，an－1＝an－d，由[image: image70.png]0(z >2)

Gy~ +a,




可得2an－[image: image71.png]


＝0，解得an＝2（零解舍去），故[image: image72.png]


2×（2n－1）－4n＝－2.）
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　　5.等差数列{an}中，a1=-5，它的前11项和是55，若从中抽取一项，余下的10项的和是40，则抽取的是（ 　）.
　　A.a11 B.a10 C.a9 D.a8
　　[答疑编号921080405]
　　【答案】A
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　　6.若{αn}是等差数列，首项α1>0, α2003+α2004>0, α2003.α2004<0，则使前n项和Sn>0成立的最大自然数n是（ 　）.
　　A.4005 B.4006 C.4007 D.4008
　　[答疑编号921080406]
　　【答案】B
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　　7.数列{αn}的通项公式αn=αn+b（α≠0）,前n项和Sn=pn2+qn,则（　）.
　　A.α=p B.p=2α C.α=2p D.α,p的关系不确定
　　[答疑编号921080407]
　　【答案】C
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　　8.等差数列{αn}中，Sn是前n项和，且S3=S8,S7=Sk，则一定有k=（　）.
　　A.4 B.11 C.2 D.12
　　[答疑编号921080408]
　　【答案】A
　　9.设Sn是等差数列｛an｝的前n项和，若[image: image79.png]56
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＝（　）.
　　[image: image80.png]



　　[答疑编号921080409]
　　【答案】A （由等差数列的求和公式可得[image: image81.png]8 _ Ba+3d _
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且[image: image82.png]d#0



,所以
　　[image: image83.png]S _ ba+15d _27d _ 3
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,故选A.）
　　10.已知数列{αn}、{bn}都是公差为1的等差数列，其首项分别为α1、b1，且α1+b1=5，α1,b1∈N*.设[image: image84.png]


（n∈N*），则数列{cn}的前10项和等于（　）.
　　A.55 B.70　 C.85　 D.100
　　[答疑编号921080410]
　　【答案】C（数列{αn}、{bn}都是公差为1的等差数列，
　　其首项分别为α1、b1，且α1+b1=5，α1,b1∈N*.设[image: image85.png]


（n∈N*），
　　则数列{cn}的前10项和等于[image: image86.png]ay +ay +otay,



=[image: image87.png]ay Fay gttty



，
　　[image: image88.png]@ =a+B-1)=4



，∴ [image: image89.png]@y Fay+ta
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　　11.已知数列{αn}满足[image: image91.png]4 =0,dy,=
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，则α2006=（　）.
　　A.0　　 B.[image: image92.png]


　　 C.[image: image93.png]


　 　D.[image: image94.png]



　　[答疑编号921080411]
　　【答案】D
　　12.如果α1，α2，…，α8为各项都大于零的等差数列，公差d≠0，则（　）.
　　A.α1α8>α4α5 B.α8α1<α4α5
　　C.α1+α8+>α4+α5　　 D.α1α8=α4α5
　　[答疑编号921080412]
　　【答案】B
　　13.在数列{an}中, a1=1, a2=2,且αn+2-αn=1+（-1）n（n∈N*），则S100=_____.
　　[答疑编号921080413]
　　【答案】2600
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　　三、等比数列
　　1.定义：从第二项起,每一项与它前一项的比等于同一个常数的数列称作等比数列.
　　即 [image: image98.png]


（其中[image: image99.png]neN,n>1



，且q为常数）.
　　定义的等价形式：数列[image: image100.png]


是等比数列[image: image101.png]
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（其中[image: image103.png]


，且q为常数）
　　 [image: image104.png]
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　　2.通项公式[image: image109.png]


.
　　说明：推倒通项公式（累乘）：形如[image: image110.png]@y~ = f(7)
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　　3.前n项和[image: image113.png]na(g=1)
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　　说明：（1）应用前n项和公式时,一定要区分[image: image114.png]g=19g¢=1



的两种不同情况,必要的时候要分类讨论，另外还要数清求多少项的和.
　　（2）推倒前ｎ项和公式方法：错位相减.
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　　例题.设数列[image: image118.png]Lo, wnEm
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　　（Ⅰ）求a2，a3；
　　（Ⅱ）判断数列{bn}是否为等比数列，并证明你的结论.
　　[答疑编号921080501]
　　【答案】（Ⅰ）[image: image120.png]



　　（Ⅱ）因为[image: image121.png]



　　所以[image: image122.png]



　　猜想：{bn}是公比为[image: image123.png]


的等比数列.
　　证明如下：因为[image: image124.png]



　　[image: image125.png]1
= b, (ne N
Sh (e



，所以{bn}是首项为[image: image126.png]L stenl

a-l



的等比数列.
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　　4.等比中项:若a、b、c成等比数列,则b是a、c的等比中项,且[image: image131.png]



　　说明：a、b、c等比数列[image: image132.png]


b2=ac，且b≠0.
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　　5.在等比数列{αn}中有如下性质：
　　[image: image134.png]
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　　（4）在等比数列中，等距离取出若干项也构成一个等比数列，即an,an+m,an+2m,…为等比数列，公比为qm；
　　（5）当[image: image137.png]8,#0



时，Sn,S2n-Sn,S3n-S2n,…为等比数列，公比为qn.

[image: image138.png]apral

R
s+l oanplewt

aga™

ap= (1"

sy

o

sse=0






　　6.证明数列为等比数列的方法:
　　（1）定义法:若[image: image139.png]S (0 e NY) & B0 e, PISEHHE)
a,




　　（2）等比中项法:若[image: image140.png]Gy (ne N'Ba,a,,a,,, # 0) < 8F(a, PR HEET





　　（3）通项法:若[image: image141.png]=cq" (c.g P HNER, n e V) & BF{a, U IHEET





　　（4）前n项和法:若Sn=Aqn-A（A,q为常数，且q≠0,q≠1）[image: image142.png]


数列{αn}为等比数列
　　7.解决等比数列有关问题的常见思维方法
　　（1）方程的思想（“知三求二”问题）
　　（2）分类的思想
　　如果已知数列的第一项（或前几项），且任一项an与它的前一项an-1（或前几项）间的关系可以用一个公式来表示，那么这个公式叫做这个数列的递推公式。递推公式也是给出数列的一种方法。
　　由数列的递推公式求通项公式的常见形式：
　　1.已知数列{an}满足：a1=a，且an+1-an=f（n），求{an}的通项公式；
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　　2.已知数列{an}满足：a1=a，且[image: image144.png]L)
@



，求{an}的通项公式；
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　　3.已知数列{an}满足：a1=a，且an+1=ran+s（r,s为常数，且r≠1,s≠0），求{an}的通项公式；
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　　例1.（1）在数列｛an｝中，若a1=1,an+1=2an+3 （n≥1）,则该数列的通项an=__　　__.
　　（2）已知数列{an}满足a1 = 1 ,[image: image152.png]G =

6+,




（n=1,2,3,…），则数列{an}的通项公式an = _______ .
　　[答疑编号921080601]
　　【答案】（1）an=2n+1-3；（2）[image: image153.png]2
P



。

[image: image154.png]




　　例2.已知数列{an}的前n项和Sn满足：Sn=2an +（-1）n,n≥1.
　　⑴写出求数列{an}的前3项a1,a2,a3；
　　⑵求数列{an}的通项公式。
　　[答疑编号921080602]
　　【答案】（1）a1=1,a2=0,a3=2；（2）[image: image155.png]2"
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　　例3.设数列{an}的前n项的和[image: image158.png]L 2
3 3




，n=1,2,3…
　　（Ⅰ）求首项a1与通项an；
　　（Ⅱ）设[image: image159.png]


，n=1,2,3…，证明：[image: image160.png]o




　　[答疑编号921080603]
　　【答案】（Ⅰ）a1=2,an=4n-2n；
　　（Ⅱ）[image: image161.png]_onlom, 21
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[image: image165.png]=1+1-L ¢






　　4.已知数列{an}满足：a1=a,a2=b，且an+2=pan+1+qan（p、q为常数），求{an}的通项公式。
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　　例4.数列{an}满足a1=1且8an+1an-16an+1+2an+5=0（n≥1） 记[image: image168.png]



　　（Ⅰ）求b1、b2、b3、b4的值；
　　 （Ⅱ）求数列{bn}的通项公式及数列{anbn}的前n项和Sn
　　[答疑编号921080701]
　　【答案】（Ⅰ）[image: image169.png]b=20 :%b} —4.,=



；
　　（Ⅱ）[image: image170.png]


代入8an+1an-16an+1+2an+5=0得： 
　　[image: image171.png]



　　∴数列[image: image172.png]


是以[image: image173.png]


为首项，2为公比的等比数列[image: image174.png]
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，所以[image: image176.png]5, n+%(b,+bz+ +,)




　　[image: image177.png]Ml gy
T . TP i
23 3 7

3 3





 INCLUDEPICTURE "E:\\g12e\\qianghua\\2009\\gaoyi\\sx\\media_z\\sx0808\\kcjy\\images0807\\11.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image178.png]2" +5n-1





[image: image179.png]




　　例5.已知数列{an}中，Sn是其前n项和，并且Sn+1=4an+2（n=1,2,…）,a1=1，
　　⑴设数列bn=an+1-2an（n=1,2…），求证：数列{bn}是等比数列；
　　⑵设数列[image: image180.png]


，求证：数列{cn}是等差数列；
　　⑶求数列{an}的通项公式及前[image: image181.png]


项和。
　　[答疑编号921080702]
　　【答案】⑴∵Sn+1=4an+2 ∴Sn+2=4an+1+2
　　 两式相减得：an+2=4an+1-4an [image: image182.png]


an+2-2an+1=2（an+1-2an）
　　 即bn+1=2bn∴{bn}是等比数列
　　 ⑵[image: image183.png]a
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　　[image: image184.png]T
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　　两边同时除以2n+1得：[image: image185.png]



　　即数列{cn}是等差数列
　　 ⑶根据（2）可知[image: image186.png]


，公差为[image: image187.png]



　　 故[image: image188.png]_13-7»
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　　【知识点归纳】
　　1.等差数列求和的方法——倒序相加法
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　　2.等比数列求和的方法——错位相减法（注意对等比数列的公比q=1和q≠1讨论）
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　　3.非等差、等比数列前n项的和，利用倒序相加法、裂项法或错位相减法等求和
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　　4.常用公式：①1+2+3+ …+n =[image: image195.png]


②[image: image196.png]aln+1)(2n+1)
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　　③[image: image197.png]PA2+3% b {"(";1)}




　　【练习题】
　　1.设f（n）=2+24+27+210+…+23n+10 （n∈N），则f（n）等于（　）。
　　 A.[image: image198.png]200
;(3 1



　B.[image: image199.png]2 e
FE-D



　C.[image: image200.png]2 e _
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　D.[image: image201.png]2 et _
FE*-D




　　[答疑编号921080801]
　　【答案】D

[image: image202.png]1+(a—1)3
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　　2.在等比数列｛an｝中，a1＝1，a10＝3，则a2a3a4a5a6a7a8a9=（　）。
　　A. 81　B. 27[image: image203.png]


　C.[image: image204.png]


　D. 243
　　[答疑编号921080802]
　　【答案】A
　　3.在等比数列{an}中,a1=2,前n项和为Sn,若数列{an+1}也是等比数列,则Sn等于（　）。
　　A.2n+1-2 B. 3n C.2n D.3n-1
　　[答疑编号921080803]
　　【答案】C
　　4.在数列｛an｝中，若a1=1,an+1=2an+3 （n≥1）,则该数列的通项an=_________。
　　[答疑编号921080804]
　　【答案】2n+1-3
　　5.设数列{an}的前n项和为Sn（ n∈N）. 关于数列{an}有下列三个命题：
　　（1）若{an}既是等差数列又是等比数列，则an=an+1 （n∈N*）；
　　（2）若Sn=an2+bn（a、b∈R），则{an}是等差数列；
　　（3）若Sn=1-（-1）n，则{an}是等比数列.
　　 这些命题中，真命题的序号是　　。
　　[答疑编号921080805]
　　【答案】（1）（2）（3）

[image: image205.png]



[image: image206.png]



　　6.在等差数列{an}中，公差d≠0,a2是a1与a4的等比中项。若[image: image207.png]ay,dy, g Ay Ay



成等比数列，求数列{kn}的通项kn 
　　[答疑编号921080806]
　　【答案】[image: image208.png]a;Ra SafVFEHI . o =aa,




即（a1+d）2=a1（a1+3d）
　　 从而可得： a1=d∴an=a1+（n-1）d=nd
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　　 故数列{kn}的通通项kn=3n+1。
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　　7.数列{an}的前n项和为Sn，已知[image: image211.png]



　　（Ⅰ）写出Sn与Sn-1的递推关系式（n≥2），并求Sn关于n的表达式；
　　（Ⅱ）求数列{an}的通项公式。
　　[答疑编号921080901]
　　【答案】（Ⅰ）[image: image212.png]


时，an=Sn-Sn-1，从而[image: image213.png]Sy =2 (8, = Sy)—nla—1)




　　 即n2Sn-1=（n2-1）Sn-n（n-1）, n≥2
　　 上式两边同时除以n（n-1）得：[image: image214.png]



　　 所以数列[image: image215.png]


是以1为首项，1为公差的等产数列
　　 [image: image216.png]



　　 （Ⅱ）当n≥2时，[image: image217.png]



　　 当n=1时，[image: image218.png]1+1-1
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　　 ∴数列{an}的通项公式为[image: image219.png]an-1
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　　8.已知数列｛an｝满足a1=1,an-1=2a+1（n∈N*）
　　（Ⅰ）求数列｛an｝的通项公式；
　　（Ⅱ）若数列{bn}满足[image: image222.png]441
42l
41




=[image: image223.png](a, +1)™



（n∈N*）,证明:{bn}是等差数列；
　　（Ⅲ）证明:[image: image224.png]


（n∈N*）。
　　[答疑编号921080902]
　　【答案】（Ⅰ）∵an+1=2an+1 ∴an+1+1=2（an+1）
　　 即数列{an+1}是以2为首项，2为公比的等比数列
　　 ∴an+1=2n[image: image225.png]


an=2n-1
　　 （Ⅱ）[image: image226.png]417
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　　 [image: image228.png]


2[b1+b2+…+bn+1-（n+1）]=（n+1）bn+1
　　 两式相减得：2bn+1-2=（n+1）bn+1-nbn
　　 即nbn-2=（n-1）bn+1[image: image229.png]


（n+1）bn+1-2=nbn+2
　　 两式相减得： （n+1）bn+1-nbn=nbn+2-（n-1）bn+1
　　 ∴2bn+1=bn+bn+2即数列{bn}为等差数列
　　 （Ⅲ）[image: image230.png]2m
T -





　　 [image: image231.png]



　　 又[image: image232.png]



　　 [image: image233.png]
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　　 [image: image235.png]



　　 原不等式得证！
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