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第二章　组合专题
 
　　一、重要的概念与定理
　　1、完全图：每两个顶点之间均有边相连的简单图称为完全图,有
 INCLUDEPICTURE "D:\\下载\\g12e\\sxlansai-sxjs\\gzsxls\\media_k\\gzsxls\\kcjy\\images0201\\01.gif" \* MERGEFORMATINET 


个顶点的完全图（阶完全图）记为[image: image2.png]


.
　　2、顶点的度：图[image: image3.png]


中与顶点[image: image4.png]


相关联的边数（环按2条边计算）称为顶点[image: image5.png]


的度（或次数）,记为[image: image6.png]d(v)



.[image: image7.png]1(s;3



与[image: image8.png]AG)



分别表示图[image: image9.png]


的顶点的最小度与最大度.度为奇数的顶点称为奇顶点,度为偶数的顶点称为偶顶点.
　　3、树：没有圈的连通图称为树,用[image: image10.png]


表示,其中度为1的顶点称为树叶（或悬挂点）.[image: image11.png]


阶树常表示为[image: image12.png]


.
　　4、[image: image13.png]


部图：若图[image: image14.png]


的顶点集[image: image15.png]


可以分解为[image: image16.png]


个两两不相交的非空子集的并,即
　　[image: image17.png]*
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　　并且同一子集[image: image18.png]




 INCLUDEPICTURE "D:\\下载\\g12e\\sxlansai-sxjs\\gzsxls\\media_k\\gzsxls\\kcjy\\images0201\\15.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image19.png]


内任何两个顶点没有边相连,则称这样的图为[image: image20.png]


部图,记作[image: image21.png]G =1,




. 2部图又叫做偶图,记为[image: image22.png]


.
　　5、完全[image: image23.png]


部图：在一个[image: image24.png]


部图[image: image25.png]G =1,




中,[image: image26.png]




 INCLUDEPICTURE "D:\\下载\\g12e\\sxlansai-sxjs\\gzsxls\\media_k\\gzsxls\\kcjy\\images0201\\15.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image27.png]


 ,若对任意[image: image28.png]VeV v eV % j, =12




均有边连接[image: image29.png]


和[image: image30.png]


,则称图[image: image31.png]


为完全[image: image32.png]


部图,记为[image: image33.png]


.
　　6、欧拉迹：包含图中所有边的迹称为欧拉迹.起点与终点重合的欧拉迹称为闭欧拉迹.
　　欧拉图：包含欧拉迹的图为欧拉图. 欧拉图必是连通图.
　　哈密顿链（圈）：经过图上各顶点一次并且仅仅一次的链（圈）称为哈密顿链（圈）.包含哈密顿圈的图称为哈密顿图.
　　7、平面图：若一个图[image: image34.png]


可画在平面上,即可作一个与[image: image35.png]


同构的图[image: image36.png]


,使[image: image37.png]


的顶点与边在同一平面内,且任意两边仅在端点相交,则图[image: image38.png]


称为平面图.
　　一个平面图的顶点和边把一个平面分成若干个互相隔开的区域,称为平面图的一个面,在所有边的外面的面称为外部面,其余的称为内部面.
　　8、竞赛图：有向完全简单图称为竞赛图.有[image: image39.png]


个顶点的竞赛图记作[image: image40.png]


.
　　9、有向路：在有向图[image: image41.png]


中,一个由不同的弧组成的序列[image: image42.png])y,




,其中[image: image43.png]


的起点为[image: image44.png]


,终点为[image: image45.png]viali=1,




,称这个序列为从[image: image46.png]


到[image: image47.png]Vin



的有向路（简称路）,[image: image48.png]


为这个路的长,[image: image49.png]


为路的起点,[image: image50.png]Vin



为路的终点.若[image: image51.png]V=V



,则称这个路为回路.
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[image: image53.png]



[image: image54.png]



　　定理1 设[image: image55.png]


是[image: image56.png]


阶图,则[image: image57.png]


中[image: image58.png]


个顶点的度之和为边数的2倍.
　　定理2 对于任意图[image: image59.png]


,奇顶点的个数一定是偶数.
　　定理3（Turan定理） 有[image: image60.png]


个顶点且不含三角形的图[image: image61.png]


的最大边数为[image: image62.png]


.
　　定理4 图[image: image63.png]


为偶图,当且仅当[image: image64.png]


中不含长度为奇数的圈.
　　定理5 若树[image: image65.png]


的顶点数[image: image66.png]


,则[image: image67.png]


中至少有两个树叶.
　　定理6 若数[image: image68.png]


有[image: image69.png]


个顶点,则[image: image70.png]


的边数[image: image71.png]


.
　　定理7 设[image: image72.png]


是有[image: image73.png]


个顶点、[image: image74.png]


条边的图,则下列命题等价:
　　⑴ 图[image: image75.png]


是树; ⑵ 图[image: image76.png]


无圈,且[image: image77.png]


; ⑶ 图[image: image78.png]


连通,且[image: image79.png]


.
　　定理8 [image: image80.png]


阶连通图中以树的边数最少,且[image: image81.png]


阶连通图必有一个子图是树.
　　定理9（一笔画定理） 有限图[image: image82.png]


是一条链或圈（可以一笔画成）的充要条件是[image: image83.png]


是连通的,且奇顶点的个数为0或2. 当且仅当奇顶点个数为0时,连通图[image: image84.png]


是一个圈.
　　定理10 在偶图[image: image85.png]G=(W.05E)



中,若[image: image86.png]P77



,则[image: image87.png]


一定无哈密顿圈.若[image: image88.png]77l



与[image: image89.png]il



的差大于1,则[image: image90.png]


一定无哈密顿链.
　　定理11 设[image: image91.png]


是[image: image92.png]nnz3)



阶简单图,且对每一对顶点[image: image93.png]


有[image: image94.png]dM+d()zn-1



,则图[image: image95.png]


有哈密顿链.
　　定理12 设[image: image96.png]


是[image: image97.png]nnz3)



阶简单图,且对每一对不相邻的顶点[image: image98.png]


有[image: image99.png]dV+d()zn



,则图[image: image100.png]


有哈密顿圈.
　　定理13 设[image: image101.png]


是[image: image102.png]nnz3)



阶简单图,若每个顶点的度[image: image103.png]7
A==



,则图[image: image104.png]


有哈密顿圈.
　　定理14 若图[image: image105.png]


有哈密顿圈,从[image: image106.png]


中去掉若干个点[image: image107.png]


及与它们关联的边得到图[image: image108.png]


,则图[image: image109.png]


的连通分支不超过[image: image110.png]


个.
　　定理15（欧拉公式） 若一个连通的平面图[image: image111.png]


有[image: image112.png]


个顶点、[image: image113.png]


条边、[image: image114.png]


个面,则[image: image115.png]vtf-e=2



.
　　定理16 一个连通的平面简单图有[image: image116.png]


个顶点、[image: image117.png]


条边,则[image: image118.png]e -6



,对于连通的偶图,则有[image: image119.png]e 2v—4



 .
　　定理17 一个图是平面图当且仅当它不包含同胚于[image: image120.png]


或[image: image121.png]


的子图.
　　定理18 设[image: image122.png]


阶竞赛图[image: image123.png]


的顶点为[image: image124.png]RN




,则[image: image125.png]n(n 1

Zd o= Zd()



,且[image: image126.png]T2 )P = X160 T

= =



.
　　定理19 竞赛图中出度最大的点称为“优点”,“优点”到其余各点都有长度不超过2的链.
　　定理20 竞赛图[image: image127.png]


中存在一条长为[image: image128.png]


的哈密顿路.
　　定理21 竞赛图[image: image129.png]K(nz3)



中有一个回路是三角形的充要条件是有两个顶点[image: image130.png]


 满足[image: image131.png]d* )y =d* ()



 .
　　定理22（Ramsey定理） 任意2色完全图[image: image132.png]


中必存在同色三角形.
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　　二、例题选讲
　　例1 、某天晚上21个人之间通了电话,有人发现这21人共通话102次,且每两人至多通话一次.他还发现,存在[image: image135.png]


个人,第1个人与第2个人通了话,第2个人与第3个人通了话,……, 第[image: image136.png]


个人与第[image: image137.png]


个人通了话,第[image: image138.png]


个人又与第1个人通了话,他不肯透露[image: image139.png]


的具体值,只说[image: image140.png]


是奇数.求证: 21个人中必存在3人,他们两两通了话.
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　　例2、45个校友聚会,在这些人中,任意两个熟人数目相同的校友互不认识.问在参加校友聚会的所有人中,熟人最多的人的数目最多是多少?
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　　1.平面上的 n（≥ 4）个点中，任何4个点都是凸四边形的顶点。证明这n个点是一个凸n边形的顶点。
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　　2.平面上有两条线段 AB和CD使得ABDC是平行四边形。我想把AB在平面上（连续地）移动直到A与C重合，B与D重合。证明：不管这两条线段多长，也不管它们相距多远，我总可以使得在平移的过程中AB扫过的总面积小于1。

[image: image149.png]



　　3.证明:平面上任意 n（正整数）个点能被满足下列条件的有限个圆盘（圆盘包含边界）覆盖:它们直径之和小于n，而且任何两个圆盘之间的距离（指这两个圆盘上各取一点的最小距离）都大于1。

[image: image150.png]



　　4.在平面直角坐标系中，求所有满足下列条件的过原点的直线 l:对于任意实数a，b以及d > 0,都存在整数m，n和l上的点P使得（a + m，b + n）和P的距离小于d。

[image: image151.png]B oranaua nmms
FERET AL
d ((atm,btn),1)

—lotn—kn—n |
e+

P41

AN
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　　5.证明:任给正整数 n，总存在正整数K使得下面的结论成立:如果平面上K个点中没有三点共线，那么这些点中必定存在n个点是一个凸n边形的顶点。
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　　6.一个矩形 R被切成了若干个（内部不相交的而且拼起来恰好是整个R的）小矩形，这些小矩形的边都与R的边平行或垂直，而且每个小矩形至少有一条边长为整数。证明：R也至少有一条边长为整数。
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　　7.平面上的点集 S中有有限个不全共线的点，它们被染成红和蓝两种颜色。证明:存在一条直线使得它过S中至少两个点，而且S中在这条直线上的所有点都是同一种颜色。
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　　1.试求n项的没有两个或以上连续的0的0，1序列的个数。 
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　　2.m，n是正整数.证明:每个由mn+1个不同实数组成的数列一定有一个（m+1）项递增子序列或者一个（n+1）项递减子序列。 
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　　3.正整数n的一个分拆是指把n分成若干个正整数（不计次序）之和.证明对于任意正整数n,n的分成每部分都是奇数的分拆个数等于n的分成每部分互不相同的分拆个数。 
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　　4.n是给定正整数.将n个黑子和n个白子任意放在一个圆周上.从某个白子起,按顺时针方向依次将全体白子标上1，2，…，n,再从某个黑子起,按逆时针方向依次将全体黑子标上1，2，…，n.证明:在圆周上必可以找到连续n个棋子,使得它们标号所成的集合恰好为｛1，2，…，n｝。
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　　5.设n和k是正整数,且（k － n）是非负偶数.有2n盏灯依次编号为1，2，…，2n,每一盏灯可以开和关.开始时所有的灯都是关的, 现在要对这些灯进行k次操作,每次操作改变且只改变一盏灯的开关状态.用N表示满足“k次操作以后灯1，2，…，n是开的,其它灯都是关的”的不同操作序列总数,用M表示满足“k次操作以后灯1，2，…，n是开的,其它灯都是关的而且从来没有被开过”的不同操作序列总数.试求比值[image: image172.png]==
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　　6.给定n，k是正整数,[image: image176.png]


.假设F是｛1，2，…，n｝的子集族,如果F中的每个集合都有k个元素,而且F中任何两个集合都相交非空,那么∣F∣的最大可能值是多少? 
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　　7.有12个人,其中任何9人中都有5人两两认识.证明:这12人中必有6人两两认识。 
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　　【知识储备】
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　　【例题精讲】
　　1.p≥1是实数，n是正整数.证明闵可夫斯基不等式：任给实数a1,a2....,b1,b2,....,bn,必有：[image: image188.png]£ L £ L a L
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　　2.如果函数f：Z→R满足：存在正数M使得对于任意正数a和正整数d，[image: image192.png],\f(x)*f(l)\SM
2d +1



（这里I=[a-d,a+d],[image: image193.png]


表示f在I上的平均值），那么就称f是BMO的，M则称为f的一个BMO模长.证明存在正的常数C，使得对于任何BMO的函数f，只要M是f的一个BMO模长，就有对任何正数a和正整数d,[image: image194.png]| Fla-2d.a+2d])
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　　3.设n是给定的正整数.S={1,2,…,n}.求|A△S|+|B△S|+|C△S|的最小值.这里A,B是非空有限实数集合，C=A+B={x+y|x∈A,y∈B}.X△Y表示由恰好属于X,Y中一个的元素组成的集合.

[image: image197.png]=(RUTNENT)

24+ {2, 31=(3, 4. 8
20A 2, 3= 3}

N





[image: image198.png]3 R FoR{EH 1
AAB= (A\B)U(B\A)

T | 05 Bs H sy =

[ENEETENES
SR L BAS=RAS= (), MARTT=1,
BRTEL #ugcFR sic | Zli=1





[image: image199.png]BANS= &, M| 574 | Znl

BT | $\B | Zn—k—tif0
. asl =
FANS= &, WA m—1) ZansH Loz

BIFATT(0Sk<n—1)

FEu—wt Lndal s\l =k ) FFPREE L
R—AmE, BT Ant1
AHA? )

kh2€8 =>nt2ec, B

B—Ak+ 1 Ep=>nt L EC,

nEB=>2n—kEC,
B, Ext L g H - (05 t5n—k)
TEBRMnt 1, 2n— kRS MTECH






　　4.证明存在正的常数C，使得平面直角坐标系中的任意有限个（边平行于坐标轴的）正方形中必能挑出一些正方形两两内部无公共点，而且他们覆盖的总面积不小于全体正方形覆盖总面积的C倍.
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　　5.设A是一个有限实数集.A1,A2,…,An是A的非空子集，且满足：（i）A中所有元素之和为0；（ii）对任意xi∈Ai（i=1,2，…,n）,都成立[image: image201.png]


.证明:存在1≤i1<i2<…<ik≤n使得[image: image202.png]104 1<E 4

=1




　　

[image: image203.png]SRIE: I

.
e )

5

A< w <m
=l BEALAL
Ayl BEALAL





[image: image204.png]5. i Tk
FHSRARHTE R Riz Uy e lGhIEA? )
X35 3%

BElal=a
Tt5ia< <o

Vil R PITLE b, REE AR (AR b
UEBAZER





[image: image205.png]Tahik RIBEE (%) Aat, W

Ae g X lGBHA? ) =1 2..n

WD S R

Hag+ Xap+ - +xan > 0D

AT, FE 1<kl Foy=bp= _—
acc £ 4100 CAITAT)  bari=oo=baex

bain—1) =ban=ta
MeZby = Zbyy

Hazi|al, B

Hak by,





[image: image206.png]Bazilal, B

=B < by DT B
8. 5

Ny ot b (e e )
B (e )

=0 50FE

#6) FRiz

BRSBTS R





　　6.设m和n是给定的正整数，4<m<n.A1A2…A2n+1是一个正（2n+1）边形，P={A1， A 2，…，A2n+1}.求顶点属于P且恰有两个内角是锐角的凸m边形个数.
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　　7.将全体正整数用红或蓝进行二染色.证明：存在一列无穷个递增正整数a1,a2,a3,…使得[image: image211.png]


全都是同色的正整数.
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　　8.如果平面上的有限（≥1）个非零向量形成的集合R满足下列三个条件就称R为一个根系：（i）任两个向量a，b∈R，[image: image216.png]2<ab>
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是整数；（ii）任两个向量a，b∈R,[image: image217.png]2<ab>
-2,
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∈R；（iii）如果R中两个向量共线，那么他们或者相等或者和为0.试求平面上所有可能的根系.
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