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第四章　几何专题
 

　　1.在四边形ABCD中， AD//BC，边AB、CD的中点分别是M、N，而△ABC、△ADC的外心分别是O1、O​2。已知直线MN平分线段O1O2，证明：四边形 ABCD是平行四边形。



　　2.已知圆内接四边形ABCD，K、L、M、N分别是边AB、BC、CD、DA的中点。证明：△AKN、△BKL、△CLM、△DMN的垂心是一个平行四边形的顶点。
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　　3.已知 △ABC内一点P，设D、E、F分别是点P在边BC、CA、AB上的投影。假设AP2+PD2=BP2+PE2=CP2+PF2，且 ABC的三个旁心分别是IA、IB、IC。证明：P是△IAIBIC的外心。
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　　4.设点O是锐角 ABC的外心，分别以 △ABC三边的中点为圆心作过O的圆，这三个圆两两的异于O的交点分别是 K、L、M 。证明：点 O是△KLM的内心。
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　　5.已知△ABC的外心是 O，内心是I，且I1G其中G是△ABC的重心。假设边 BC、CA、AB的长度分别是a、b、c。证明：IG^BC的充要条件是b=c或b+c=3a。
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　　6.已知点 O是锐角△ ABC的外心。直线AO与BC交于点K ，点 L 、M 分别是边 AB、AC上的点，且有KL=KB，KM=KC。证明：LM//BC。
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　　7.已知I 是与 △ ABC的边 BC相切的旁切圆的圆心， D为边 AC的中点， E 是线段 BC和IAD的交点。若DBAC=2DACB，证明：AB=BE。
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　　8.在等腰△ABC中，AC=BC， I 为其内心。设 P是△AIB的外接圆在△ ABC内部的圆弧上一点，过 P分别平行于 CA和CB的直线交 AB于点 D和E ，过 P平行于 AB的直线交 CA于F 、交 CB于G。证明：直线DF与直线EG的交点在△ ABC的外接圆上。
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　　9.在△ ABC中，过点B、C的圆O与 AC、AB分别交于点 D、E ，BD与CE交于点 F ，直线OF与 △ABC的外接圆上包含点A的弧BC交于点 P。证明：△PBD的内心与△PCE的内心重合。
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　　位似变换的定义：O是平面上一个定点，k是一个非零实数。如果平面的一个变换使得对于平面上任何一点A和其像点A′和都有[image: image10.png]


，则称这个变换为平面的一个位似变换，称O为位似中心，常数k称为位似系数或位似比。 
　　位似变换是相似变换的特殊情形，位似比为1的变换是恒同变换。位似比大于零的位似变换称为外位似变换，位似比小于零的位似变换称为内位似变换。对于两个不同心的圆，存在两个位似变换可以把一个圆变为另外一个圆。这两个位似变换恰好一内一外。两个位似中心分别称为这两个圆的外位似中心和内位似中心。
　　大家可能对直线形中的位似变换接触较多，其实位似变换在和圆有关的题目中也大有用武之地。下面两个结论非常有用，它们可以用梅涅劳斯定理证明。
　　结论1：平面上三个不同心的圆两两的外位似中心三点共线。 
　　结论2：平面上三个不同心的圆两两的两个内位似中心和一个外位似中心三点共线。 
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　　例1.将圆O的弦AB和弧[image: image14.png]


三等分，分点分别是C、D和C'、D'（AC=CD=DB，[image: image15.png]


），直线CC'和DD'交于点P。证明：∠APB=∠C'OD'。 
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　　例2.设D为边AC上一点，E和F分别为线段BD、BC上的点，满足∠BAE=∠FAC，再设P、Q分别为线段BC、BD上的点，使得EP//QF//DC。证明：∠BAP=∠QAC。 
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　　例3.设D是三角形ABC的边BC上一点，DC的垂直平分线交边AC于E，BD的垂直平分线交边AB于F。证明：E、A、F、O四点共圆，其中O是三角形ABC的外心。 
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　　例4.设三角形ABC的内切圆分别切BC、CA、AB于D、E、F，外接圆的弧
　　[image: image19.png]CAB. ABC. BCA



的中点分别是L、M、N。证明：直线DL、EM、FN共点。 
　　例5.两个圆内切,切点是A。一条直线与两个圆依次交于点M、N、P、Q（其中M、Q在大圆上，N、P在小圆上）证明：∠MAP=∠NAQ。 
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　　例6.圆O1与圆O2内切于点A。圆O1在圆O2内。过A的直线交圆O1于B，交圆O2于C。过B作圆O1的切线交圆O2于点D、E。过C作圆O1的切线，切点是F、G。证明：D、E、F、G四点共圆。 
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　　例7.三角形ABC内有三个圆，圆心分别是O1，O2，O3。它们都和圆O外切，切点分别是A1，B1，C1。且圆O1与AB和AC相切，圆O2与BC和BA相切，圆O3与CB和CA相切。证明：直线AA1，BB1，CC1三线共点。 
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　　例8.设圆O1、圆O2分别与圆O内切于A、B（圆O1、圆O2都在圆O内部），且圆O1与圆O2相交于P、Q两点，S为直线PQ与圆O的另一个交点，SA、SB分别交于圆O1与圆O2于另一点C、D。证明：直线CD是圆O1和圆O2的一条公切线。 
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　　在和圆有关的问题中，有两种特殊方法值得注意，一是根轴，二是反演变换。 
　　1.根轴的定义和性质
　　（1）定义：平面上一点P到圆O的幂定义为OP2-r2,其中r为圆O的半径。对于平面上两个不同心的圆来说，平面上到它们的幂相等的点的轨迹是一条直线，这条直线称为这两个圆的根轴。（对两个半径不等的同心圆来说此轨迹是空集） 
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　　（2）性质：
　　两个相交的圆的根轴就是它们的公共弦所在直线，两个相切的圆的根轴就是它们的公切线。 
　　蒙日定理：平面上三个不同心的圆两两的根轴三线共点或者都平行。
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　　例题 
　　例1（中国高中联赛）△ABC的外心为O，AD、BE、CF是三条高线，垂心是H。直线DE和AB交于点M，DF和AC交于点N.证明：OH⊥MN。 
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　　例2 设O和I分别是△ABC的内心和外心。△ABC的内切圆分别与边BC、CA、AB切于点D、E、F，直线FD与CA交于点P，直线DE与AB交于点Q，点M、N分别是线段PE和QF的中点。证明：OI⊥MN。 

[image: image30.png]




　　例3 分别以O1和O2为圆心的圆W1和W2外切，切点是D。它们都在圆W的内部且与W内切，切点分别是E和F。设t是W1和W2在D处的公切线，AB是圆W的垂直于t的直径，其中点A、E、O1在t的同一侧。证明：AO1、BO2、EF和t四线共点。 
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　　2.反演的定义和性质
　　（1）定义：设O是平面上的一个定点，k是一个非零常数。如果平面上的一个变换满足对于平面上任一异于O的点A和其像点A1总有A1、O、A三点共线且[image: image32.png]


（内积运算），则称其为平面上的一个反演变换。其中O称为反演中心,k称为反演幂,点A1称为A的反点，A与A1称为互反点。（注意O在反演变换下没有像！） 
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　　显然一个点的反点的反点就是它自身。一个图形在反演变换下的像称为其反形。反演变换是可逆的，且其逆变换就是自身。反演变换的不动点称为自反点，不变图形称为自反图形。容易验证以O为圆心，r为半径的圆在反演变换下是自反图形，其中r2=|k|。这个圆称为反演变换的反演圆，r称为反演半径。 
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　　（2）性质
　　性质1：在反演变换下不共线的两对互反点四点共圆（由定义立得） 
　　性质2：设反演变换的反演中心是O，反演幂是k。A和B是平面上异于O的两点,其像点分别是A1和B1。则|A1B1|=|k|×|AB|/（|OA|×|OB|）（用相似关系证明） 
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　　性质3：在反演变换下，过反演中心的直线不变；不过反演中心的直线的反形是过反演中心的圆；过反演中心的圆的反形是不过反演中心的直线；不过反演中心的圆的反形仍是不过反演中心的圆。（证明不难，留作思考）该性质是我们用反演变换解决问题的基础。通过反演变换我们往往可以把圆较多的问题转化成已知条件以直线为主的问题，就容易下手了。 
　　设两个圆相交于点A，过A分别作两个圆的切线。两条切线所夹的非钝角称为这两个圆的夹角。若两个圆的夹角为90°，则称它们正交。 
　　性质4：两个圆的夹角在反演变换下不变。 
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　　例4 凸四边形ABCD有内切圆,该内切圆切边AB、BC、CD、DA的切点分别为A1、B1、C1、D1,连接A1B1、B1C1、C1D1、D1A1,点E、F、G、H分别为A1B1、B1C1、C1D1、D1A1的中点。证明:四边形EFGH为矩形的充分必要条件是A、B、C、D四点共圆。 
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　　例5 △ABC的内切圆分别与边BC、CA、AB切于点D、E、F。证明：△ABC的外心、内心和△DEF的垂心三点共线。 
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　　例6 圆O1和圆O2都在圆O内部且与圆O相切，切点分别是S和T。圆O1和圆O2相交于两点M和N。证明：OM⊥MN的充要条件是S、N、T三点共线。 
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　　例7 锐角△ABC的外心为O，外接圆半径为R，直线AO与△OBC的外接圆交于另一点A1，类似地定义B1和C1。证明：OA1·OB1·OC1≥8R3，并求等号成立的条件。 
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　　例8 △ABC的内心为I，圆O1过B、C，圆O2过C、A，圆O3过A、B，且都与圆I正交。圆O2与圆O3相交于A和另一点A1，类似地定义B1和C1。证明：△A1B1C1的外接圆半径是圆I半径的一半。

[image: image42.png]



PAGE  
15
中小学视频课程集锦：http://zk.ikaoti.cn/shop/zxx.htm


