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数论专题（二）
 

　　高中联赛中的数论问题

　　§1数论问题-联赛的要求
　　这里是高中联赛大纲对数论部分要求的“官方”说明：简单的初等数论问题，除初中大纲中所包含的内容外，还应包括无穷递降法，同余，欧几里得除法，非负最小完全剩余类，高斯函数，费马小定理，欧拉函数，孙子定理，格点及其性质。
　　一个个人感觉是：高中联赛对顺论的要求其实并不是那么高，一般而言只需要掌握基本概念和基本技巧。即便是二试当中高难度的证明也不多。所以相对于准备冬令营级别的竞赛来说，联赛更要求大家对基本知识有比较熟练的掌握。
　　我们今天主要介绍的内容是整除、同余和不定方程。后面为大家准备了一些题目，并给了简要解答。
　　Good luck and have fun!

　　§2 整数与整除
　　基本概念：
　　1.带余除法：设a，b∈Z，则存在唯一q，r∈Z使得a=bq+r，0<r<b.
　　以下几个性质经常会用到：
　　（1）如果a｜c，b｜c且（a，b）=1那么ab｜c.
　　（2）如果a｜bc且（a，b）=1那么a｜c.
　　（3）如果p是质数且p｜ab那么p｜a或p｜b.特别地，如果p｜
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　　2.设m，n是正整数，证明：（2m-1，2n-1）=[image: image2.png]o)
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　　3.圆周上有m盏灯，每盏灯有开、关两种状态，每次操作可以选取其中的任何连续的n盏灯，并把它们都改变状态。证明：如果（2m,n） =1，那么无论这m盏灯最初的状态如何，一定可以有一系列操作将它们全都关闭。思考：证明上面题目的逆命题，即：如果不论这m盏灯最初的状态如何都存在一系列操作将它们都关闭，那么一定有（2m，n）=1.
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　　 5.设n>1的所有素因子为1=d1<d2<……<dk=n,记d=dld2+……+dk-1dk.证明：d<n2，并求出所有n使得d｜n2.
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　　 4.设n，a，b∈Z，证明：如果n｜an-bn，那么n[image: image6.png]x_pr
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　　 6.（1）给定素数p和正整数n,求出n!的因数分解中素因子p出现的次数.
　　（2）证明：对每个n>l，方程[image: image8.png]Pl
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+……+[image: image10.png]


+1=0没有有理根.
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　　 7. 已知[image: image12.png]2 45t
sl +



，（m,n都是整数）证明：m是平方数.
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　　§3 同余
　　对整数a，b，m，如果m｜a-b，那么就称a，b关于模m同余，记作a≡b（mod m）.与同余有关的概念：完全剩余系、缩剩余系。
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　　几个定理：
　　费马小定理：设p是素数，（a，p） =1，那么ap-1≡1（mod p）.
　　欧拉定理：设（a，m） =1，那么aφ（m）≡1 （mod m）.
　　威尔逊定理：设p是素数，那么（p—1） !≡-1（mod p）.
　　欧拉函数[image: image15.png]lm)



的计算公式：如果[image: image16.png]Py

Py



是 m的所有素因子，m [image: image17.png]


2，那么[image: image18.png]lm)



=m（1-[image: image19.png]n



）…（1-[image: image20.png]


），[image: image21.png]


=1.
　　定理的内容和证明方法都很重要，参看余红兵老师的《奥数教程（高三卷）》.
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　　1.m是正整数，证明：∑d｜m[image: image23.png]


（d）=m.
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　　2.p是素数，n是正整数，证明：[image: image25.png]
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（mod p）.
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　　3.证明：
　　（l）n是偶数，a1，……an与b1…bn都是模n的完全剩余系，那么以下数a1+b1，…an+bn不是模n的完全剩余系.
　　（2）p≥3是素数，a1，…，ap-1与b1，…，bp-1都是模p的缩剩余系，那么以下数a1 b1，……ap-1 bp-1不是模p的缩剩余系.
　　现在介绍一个概念。设m，a为互素的正整数，从简单的观察（am-1,an-1） ≡a（m,n）-1得知，如果以k记满足ak≡1（mod m）的最小正整数，那么对任何正整数u，au≡1 （mod m）[image: image28.png]


k｜u.这样的正整数k一定存在，称为n模m的阶。
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　　4.设a，m都是正整数，a>l，证明：m｜[image: image31.png]
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　　5.设n>1，证明：n不整除2n-1.
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　　6.（1）设a>1是整数，p是奇素数.证明：ap-1的任何素因子要么整除a-1，要么具有形式2px+1，x∈Z.
　　（2）证明：对任何给定的奇素数p，在数列{kp+1}[image: image34.png]


中有无穷多个素数.
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　　1. 设a,b 是正整数，且a|b2,b2|a3,a3|b4,b4|a5,…，求证：a=b.
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　　2. 求所有的正整数n,满足：[image: image40.png]


| n!
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　　3.求证：[image: image44.png]@



|lcm[1,2,…,2n].对任意正整数n成立。
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　　4.求证：对所有素数p
　　[image: image48.png]=
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是整数.
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　　5.证明以下命题:
　　（1）任意n个连续整数之积都是n!的倍数；
　　（2）对任意自然数n以下乘积都是整数；
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　　（3）对任意自然数n 以下乘积都是整数；
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　　11.是否可能：制造两枚作弊的骰子（掷出1到6的概率分别为p1,…,p6（p1+…+p6=1）和q1,…,q6（q1+…+q6 = 1））满足投掷这两枚不均匀的骰子各一次,所得和数为2至12的概率彼此相等?
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　　10.P1（x）,P2（x）,…,Pn（x）∈R[x],[image: image65.png]P=3 E ),
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求证：[image: image66.png]


C（x）,D（x）∈R[x]使得P（x）=C2（x）-x·D2（x）.
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　　12.证明：
　　（1）[image: image72.png]1,1 1
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不是整数（n>1）;
　　（2）[image: image73.png]1 1
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不是整数（n≥1）.
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　　7.对任意正整数n,记[image: image75.png]1=



将an写成最简分数pn/qn的形式.试确定所有的n,使得qn不是5的倍数.
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　　13. （Wolstenholme's Theorem）对于任何素数p≥5,将[image: image87.png]LN -
71



写成最简分数[image: image88.png]x| ¥



的形式。求证：p2|m.

[image: image89.png]



[image: image90.png]L
1

L lnod) 1= (nop))

- -1’





　　15. p 是大于3 的素数，令[image: image91.png]
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　　17.设p为奇素数.求证：[image: image96.png]i
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　　（3）对任意自然数n 以下乘积都是整数；
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　　19. n∈Z+, a∈Z,（a,n） = 1.求证：[image: image102.png]
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