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上　册

　　一、教学内容：
　　本讲将在简单工程问题的基础上，进一步研究各种复杂工程应用题的解题思路和方法要点。具体类型包括：
　　1多人工程问题；
　　2水管的进水与排水；
　　3牛吃草问题。
　　二、基础知识：
　　问题1：什么样的题目是工程问题？题目叙述中有什么特点？
　　问题2：“一个人用一段时间做了一些事情（完成一项任务）”
　　上面这句话中，包含了哪几个因素？
　　1 这项任务是大还是小： 工作总量
　　2 用了多长时间： 　　　工作时间
　　3 这个人速度快还是慢： 工作效率
　　问题3：这几个量之间有什么关系？
　　工作总量=工作时间×工作效率
　　问题4：从上面这个关系式中，你能找到哪些比例关系？
　　当　　 一定时，　　　 与 　　　成　　　 关系；
　　当　　　 一定时，　　　 与 　　　成　　　 关系；
　　当　　　 一定时， 　　　与 成　　　 关系；
　　三、例题（见下页）
　　[例1]　有一条公路，甲队独修需10天，乙队独修需12天，丙队独修需15天。现在让3个队合修，但中间甲队撤出去到另外工地，结果用了6天才把这条公路修完。当甲队撤出后，乙、丙两队又合修了多少天才完成？
　　[分析]在工程问题中，我们往往把工作总量（比如说一项工程、一批零件、修一条公路……）记作单位“1”。这样有什么好处呢？
　　这时，一个人用多长时间完成这项任务，那么他的工作效率就是几分之一。
　　例如：一个工人7天加工一批零件，那么他的工作效率是 ，这是他一天的工作效率；如果他每天工作8个小时，那么他每小时的工作效率就是 　　；如果他7天只加工了一半，那么他一天的工作效率是　　 。
　　那么我们再来看例1，看到条件“甲队独修需10天”时，就立刻得出甲队的工作效率是 　　。
　　解：设修这条公路的总工作量为单位1，那么甲队的工作效率是 ，乙队的工作效率是　　 ，丙队的工作效率是　　 。
　　那么乙、丙两队合修6天的工作量是（　　 +　　 ）× 　　=　　 ，因此甲在这段时间中的工作量是　　 -　　 = 　　。那么甲的工作时间是 　　÷ 　　=　　 天。
　　因此甲队撤出后，乙、丙两队又合修了　　 -　　 = 天才完成。
　　[评注]这是一道典型的多人工程问题，也体现出了解题思路和要点：
　　1．工程问题的核心关系就是工作总量=工作效率×工作时间；
　　2．对于多成员的工程问题，要注意只能对彼此对应的三要素进行计算；
　　3．多个成员之间的工作效率是可以相加的，是解题的枢纽。工作时间则不然；
　　4．本题还有另外一个解法，先假设甲也是6天全在修路，可列式：

　　[例2]　加工一批零件，甲、乙合作24天可以完成。现在由甲先做16天，然后乙再做12天，还剩下这批零件的[image: image1.png]h| o



没有完成。已知甲每天比乙多加工3个零件，求这批零件共有多少个？
　　[分析]在这个工程问题中，并不能直接写出两个人的工作效率。题目只给了两种不同的工作方案，我们需要通过这两个工作方案分析出两个人的工作效率。
　　与行程问题类似的，推导工作效率的常用方法是对不同的工作方案进行比较。但是现在这两种方案的工作总量不一样，无法直接比较。你有没有办法将它们的工作总量变成相等的。[视频课程集锦：http://zkikaoticn/shop/zxxhtm]
　　解：如果甲、乙两人合作，要完成这批零件的[image: image2.png]
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天。而甲工作16天并且乙工作12天也恰好完成这批零件的[image: image4.png]


，这说明甲工作16 -144= 天的工作量与乙工作144 -12=　　　 的工作量是相等的，
　　因此两个人的工作效率比是　　　 :　　　 =　　　 : 　　　。
　　因为甲乙两人一天的工作效率是[image: image5.png]b



，所以甲的工作效率是[image: image6.png]b



×　　，乙的工作效率是[image: image7.png]b



×　　。那么甲乙两人的工作效率差是　　　 - 　　= 　　，因此这批零件的总数是3÷　　 =　　 。
　　[评注]在较为复杂的工程问题中，工作效率是最关键的要素；对于多个工作方案，我们要善于通过比较找到突破口；当题目中出现了具体的量，可以通过这些量与相应的比例相除得到单位1（工作总量）。
　　[例3]　一批工人到甲、乙两个工地进行清理工作，甲工地的工作量是乙工地的[image: image8.png]o



倍．上午去甲工地的人数是去乙工地的3倍；下午这批工人中的[image: image9.png]o=



去甲工地，其他工人到乙工地．到傍晚时，甲工地的工作已做完，乙工地的工作还需4名工人再做1天．那么这批工人有多少人？
　　[分析]在在这个题目中，出现了两项工作：甲工地和乙工地。而且在两个工地工作的人数是变化的。那么单位1的选取就值得仔细思考，怎么才能将题目中的条件方便的转化到单位1上去？
　　请同学们尝试一下，将“甲工地的工作量”、“每个工人1天的工作量”、“所有工人1天的工作量”设为单位1，哪个更好？
　　解：上午[image: image10.png]


的工人去甲工地，[image: image11.png]-



的工人去乙工地；下午[image: image12.png]Sl



的工人去甲工地，[image: image13.png]Slo



的工人去乙工地
　　如果将所有工人1天的总工作量记作单位1，那么甲工地的工作量就是[image: image14.png](
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　　因为甲工地的工作量是乙工地的[image: image15.png]o |



倍，所以乙工地的工作量是 因此到傍晚时乙工地余下的工作量是[image: image16.png]


，也就是需要全部工人的[image: image17.png]


再做1天，那么工人的总数就是[image: image18.png]



　　[评注]从本题可以看出，单位1的选取并不是一成不变的，要根据题目的具体情况来确定。
　　[例4]　蓄水池有一条进水管和一条排水管。要灌满一池水，单开进水管需5小时，排光一池水，单开排水管需3小时。现在池内有半池水，如果按进水、排水、进水、排水……的顺序轮流各开1小时，问：多长时间后水池的水刚好排完？
　　[分析]对于水管进水、排水这一类问题，工作总量往往就是 。那么单开进水管要5小时灌满一池水，意味着进水管的工作效率是　　 ；单开排水管要3小时排光一池水，意味着排水管的工作效率是 　　。但是两个水管同时打开的话，它们工作效率的和是　　 +　　 = 吗？
　　显然不是！因为两个水管是有进水有排水的，所以两个水管有些工作是在相互抵消的，其实它们的工作效率和是　　 - 　　= 　　。那么同时打开两个水管的话，排完全部的水需要　　 ÷　　 =　　 小时。
　　但这是最后的案吗？注意题目要求，进水管和排水管是轮流打开的，该怎么办呢？想想这是不是和以前所学过的蜗牛爬井问题非常类似呢？请你自己继续思考！
　　解：
　　将水池中的总水量记为单位1。6个小时之后，进水管和排水管各开了3个小时，那么这时水池中还余下　　 -（ 　　-　 ）×3=　　 个单位的水量。
　　然后进水管打开1个小时，水池中有　　 +　　 =　　 个单位的水，那么排水管再用　　 ÷　　 = 　　个小时就将水池的水排完。
　　这样，经过 个小时后水池的水刚好排完。
　　[评注]大家在读解的时候应该主动思考，例如：为什么一开始的时候考虑两个水管各开3个小时，而不是2个小时、4个小时？
　　一、教学目的：
　　复习之前学过的工程问题中的重点和难点，并接触一些其他类型的工程问题。
　　二、教学内容：
　　通过8道例题的讲解，和课后的3道作业题，使同学们对工程问题的认识和掌握有所加深。
　　三、知识点：
　　1．工作效率×工作时间=总工作量；
　　2．正比例和反比例；
　　3．简单的方程和方程组；
　　4．牛吃草问题；
　　[例1]　牛吃草问题：有三片牧场，场上草长得一样密，而且长得一样快。它们的面积分别是10/3公顷、10公顷和24公顷。已知12头牛4星期吃完第一片牧场的草，21头牛9星期吃完第二片牧场的草，问多少头牛18星期才能吃完第三片牧场的草？
　　分析/解：单位化：设每头牛每星期吃掉1份草（1个单位的草）。
　　归一化：
　　第一片牧场上：牛共吃掉12×4=48（份）草
　　每公顷上共生产出48÷10/3=144（份）草——每公顷原有的+4周新长出来的
　　第二片牧场上：牛共吃掉219=189（份）草
　　每公顷上共生产出189÷10=189（份）草——每公顷原有的+9周新长出来的
　　比较可知：
　　每公顷上5周可以长出189 -144=45（份）草，即每公顷每周长09份草。
　　因此每公顷18周共能生产出：
　　189 + 09×9=27（份）草
　　因此第三片牧场18周共生产出24×27=？份草，而每头牛18周刚好吃18份草。
　　所以共需要（ 24 × 27 ） ÷ 18 = 36（头）牛
　　[评注]以上的三步是解牛吃草问题的“三板斧”，很实用，请同学们掌握好。
　　[例2]　画展9点开门，但是很早就有人来排队入场，从第一个观众来到时起，每分钟来的观众人数一样多。如果开3个入场口，9点9分就不再有人排队；如果开5个入场口，9点5分就没人排队了。那么第一个观众到达的时间是什么时间？
　　分析/解：大家都发现这道题是牛吃草问题了吗？牛吃草问题的显著特点是草匀速地长出来，牛又把草匀速的吃掉。
　　这道题中，观众匀速地来排队，就好像草匀速地长出来；入场口又像牛一样匀速地把观众“吃掉”。
　　继续使用“三板斧”：
　　单位化：设每个入场口每分钟进入1份人。
　　归一化：已经归一化好了，不需要啦！
　　比较：
　　3个入场口9分钟进了3×9=27（份）人— 9点之前来的人数+9分钟来的人数
　　5个入场口5分钟进了5×5=25（份）人— 9点之前来的人数+5分钟来的人数
　　发现，4分钟来了2份人，所以一分钟来半份人。[视频课程集锦：http://zkikaoticn/shop/zxxhtm]
　　那么第一种情况共来了27份人，所以这些人是用了54分钟陆续来的。
　　那么第一个人是在9点9分之前54分钟来的，即8:45。
　　[评注]这道题能不能改成和例一一样需要归一化才能解呢？可以，请同学们考虑。
　　提示：比如两个展馆地段不同，每分钟来人的速度不同等等。
　　[例3]　简单规划问题：有甲、乙两项工作。张单独完成甲工作要10天，单独完成乙工作要15天；李单独完成甲工作要8天，单独完成乙工作20天。如果每项工作都可以由两人合作，那么这两项工程都完成最少需要多少天？
　　分析/解：这种规划问题简而言之就是——扬长避短！
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　　如上表，已经将问题说的很清楚了。明显张适合做乙工作，李适合做甲工作，因此都发挥他们的长处就好了。
　　让张做乙工作，需要15天；李做甲工作，需要8天。李先做完本职工作。[视频课程集锦：http://zkikaoticn/shop/zxxhtm]
　　因此8天后，李帮助张，合作乙工作剩下的部分。
　　剩下：1- 8×1/15=7/15
　　合作效率：1/15 +1/20=7/60
　　还需要：7/15÷ 7/60=4（天）
　　因此共需要：8 + 4=12（天）
　　[评注]这是最简单的情况，但是有时情况会比较复杂，请看下题。
　　[例4]　有甲、乙两项工作。张单独完成甲工作要10天，单独完成乙工作要8天；李单独完成甲工作要15天，单独完成乙工作20天。如果每项工作都可以由两人合作，那么这两项工程都完成最少需要多少天？
　　分析/解：再画一个和上题类似的表：
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　　要是张会分身术就好了，可惜不行啊。
　　考察张效率是李效率的几倍：
[image: image21.png]FRFEIE | TRZIE
KEIE 110 18
EL: e 115 1220
KREHLE 15 25





　　发现，相比之下张更适合做乙工作！
　　张做乙工作，需要8天；李做甲工作，需要15天；张先做完，然后帮李。
　　8天后，甲工作余下1-8×1/15=7/15
　　合作效率：1/10 + 1/15=1/6
　　还需要：7/15÷1/6=28（天）
　　所以共需要：8+ 28=108（天）
　　[评注]简单的情况，比较两人效率绝对数量的大小；复杂的情况，考虑两人效率相对数量的大小；
　　如果相对大小也一样，就可以随便分配了，不影响结果的。
　　[例5]　一项工程，甲独做需要10天，乙独做需要15天。如果两人合作，效率会降低，加之能完成原来的4/5，乙只能完成原来的9/10。现在要8天完成任务，两人合作天数尽可能少，那么两人要合作多少天？
　　分析/解：8天完成任务，只有两种可能：甲单干然后合作，或乙单干然后合作。
　　合作天数少，说明合作工作量少，单干工作量相对多，需要效率高的甲单干。
　　那么甲的效率为1/10，合作效率为：1/10×4/5+1/15×9/10=7/50
　　转化为鸡兔同笼问题。假设一直以甲的效率工作，8天只能完成8×1/10=4/5，少完成1/5。
　　有一天合作被假设为甲单干的话，会减少7/50 -1/10=1/25
　　因此，合作的天数应为：1/5÷1/25=5（天）
　　[评注]要注意，这道题不能像往常一样，认为甲一直在工作，从而求出甲8天的工作量，然后求出乙工作的天数就是合作的天数！因为甲的工作效率也变了，工作时间也不知道，无法直接求出甲的工作总量。
　　[例6]　一项挖土方工程，如果甲队单独做，16天可以完成，乙队单独做需要20天才能完成。现在两队同时施工，工作效率提高20%。当工作完成1/4时，突然遇到了地下水，影响了施工进度，使得每天少挖4725方土，结果用了10天完成工程。问整个工程要挖多少方土？
　　分析/解：要求要挖多少方土，只有一个条件的单位是方，就是4725方土，因此方法是唯一的，就是找到4725方对应整个工程的几分之几。
　　首先我们知道正常情况下合作的效率为：（1/16 + 1/20）×（1+20%）=27/200
　　所以求出遇到地下水后的合作效率即可。
　　又发现知道这种情况的工作量为3/4，那么求出对应的天数就可以了。
　　前1/4用时：1/4 ÷27/200=50/27（天）
　　所以后3/4用时：10-50/27=220/27（天）
　　所以遇到地下水后的效率为：3/4÷220/27 = 81/880
　　那么与原来合作效率的差距为：27/200 - 81/880 = 189/4400
　　因此整个工程共有土方：4725÷189/4400 = 1100（方）
　　[评注]这种题目是典型的流水账型题目，没有什么特点，也没有什么太大难点，理清条件，运用分析法和综合法很容易可以解出案。计算比较繁琐，需要仔细。
　　[例7]　甲乙两项工程分别由一二队来完成。晴天，一队完成甲工程需要12天，二队完成一工程需要15天；雨天，一队的工作效率要下降40%，二队的工作效率要下降10% 。结果两队同时完成两项工程，那么施工的日子里，雨天有多少天？
　　分析/解：首先很容易求出两队雨天的效率分别为：
　　一队：1/12×（1 - 40%）=1/20；
　　二队：1/15×（1 - 10%）=3/50；
　　那么设晴天为x天，雨天为y天，很容易列出以下方程：
　　一队：x×1/12 + y×1/20=1 …… （1）
　　二队：x×1/15 + y×3/50=1 …… （2）
　　然后联立两个方程接出未知数就可以了，这么简单吗？
　　细心的同学会发问了，两项工程工程量都是1，也就是说总工作量相等，但是原题中并没有这个条件啊？
　　其实我们这道题目中的1指的是：完成了该项工程的100%，是一个相对大小的量，加上两队又没有交换过工作，因此是这么列是没有问题的。
　　我们考虑两个项工程不同的工作总量，设甲工程量为a，乙工程量为b。
　　那么对一队：x×a/12 + y×a/20=a
　　对二队：x×b/15 + y×3b/50=b
　　然而，不难看出，两个方程中的a、b都可以约掉，就变成了方程（1）、（2），因此我们的列法没有问题。解出：y =10（天）。
　　[评注]这道题请同学们务必要注意，如果雨天后两队交换，一队从事乙工程，二队从事甲工程，那么这么列方程就不对了，为什么？
　　[例8]　甲乙丙3名搬运工同时分别在3个条件和工作量完全相同的仓库工作，搬完货物甲用10小时，乙用12小时，丙用15小时。第二天3人又到两个较大的仓库工作，这两个仓库工作量也相同。甲在A仓库工作，乙在B仓库工作，丙先帮甲后帮乙，结果干了16小时同时搬运完毕。问丙在A仓库工作了多长时间？
　　分析/解：同学们可能都做过这样一道题：A、B两地相距1000米，甲带着一条狗在A地，乙在B地，甲乙同时出发而行，狗在两人之间不停的往返奔跑，已知甲的速度每分钟60米，乙的速度每分钟40米，狗的速度每分钟250米，求最后两人一狗相遇时，狗一共跑了多少路程。
　　那么这道题目的关键是发现狗其实一直在奔跑，因此用狗的速度乘以狗奔跑的时间（即两人相遇用的时间）就可以了。
　　我们这道例题也很类似，注意到，甲乙丙都是一直在工作。
　　设3个小仓库工作量都为单位1。
　　甲乙丙效率分别为：1/10、1/12、1/15。
　　那么第二天，三人一共工作了16小时，共完成工作量：
　　（1/10+1/12+1/15）×16=4
　　因此每个大仓库工作量为2。
　　甲16小时做工16 ×1/10=8/5；
　　也就是说剩下2-8/5 =2/5是丙做的，因此丙在A工作了2/5÷1/15=6（小时）
　　[评注]参看作业题第3题。
　　结束语
　　本一讲又一次复习了几种典型的工程问题（如牛吃草问题等）和几种特殊的工程问题（如简单的规划问题等），希望同学们能通过对本一讲的学习，加深对于工程问题的理解和掌握。
　　作业
　　1一件工程，甲队独做12天可以完成，甲队做3天后乙队做2天恰可完成一半，现在甲乙两队合作若干天后，由乙队单独完成，做完后发现两段所用时间相等，则共用了多少天？
　　解：
　　甲做6天完成一半，甲做3天乙做2天也完成一半，因此甲做3天相当于乙做2天。所以乙独做需要122/3=8（天）可以完成。两段时间相等，工作量之比等于效率之比为（1/12+1/8）:1/8=5:3。所以乙完成了3/8，用了3天，所以共用了6天。
　　2一艘船，发现已经漏进了一些水，于是发动船员淘水，5名船员一起淘，要8小时刚好淘完；8名船员一起淘，4小时就可以淘完。如果要2小时淘完，需要多少名船员？
　　解：
　　设每名船员一小时淘一份水。
　　5名船员8小时淘了40份水——船内原有的+5小时漏进的水；
　　8名船员4小时淘了32份水——船内原有的+4小时漏进的水；
　　比较可知，4小时漏进了8份水，所以1小时漏进2份水，发现船内原有40-28=24份水。
　　如果2小时淘光，共需淘水24+22=28份水，需要船员28÷2=14（名）。　　
　　3甲乙丙3队要完成A、B两项工程。B工程的工作量比A工程多1/4。甲乙丙单独完成A工程所需的时间分别为20天、24天、30天。为了同时完成这两项工程，先派甲队作A工程，乙丙两队合作B工程，途中又把丙调到A工程与甲合作，结果两项工程同时完工，求丙和乙合作了多少天？
　　解：
　　设A工程量为1，则B工程量为5/4。甲乙丙效率分别为1/20、1/24、1/30。
　　那么3人效率和为1/20+1/24+1/30=1/8
　　所以工作时间为（1+5/4）÷1/8=18（天）
　　甲18天做工181/20=9/10，所以剩下的1-9/10=1/10是丙做的，丙用了1/10÷1/30=3（天）。
　　所以丙与乙合作了18-3=15（天）。
　　[教学内容]
　　基于课本上已经讲过的基本的工程问题，接触一些复杂的工程问题。
　　[教学目的]
　　了解几种比较复杂的工程问题的题型，掌握这些题型的解题思路和技巧。
　　[教学安排]
　　讲授8道典型例题，并布置课后作业题三道。
　　[知识点]
　　1工作效率 × 工作时间 = 总工作量；
　　以及上式的种种变体。
　　2．正比例关系：
　　当两个量的商（比值）是一个定值的时候，这两个量成正比例。
　　当两个量成正比例的时候，一个量扩大（缩小）多少倍，另一个量也随之扩大（缩小）相同的倍数。
　　3．反比例关系：
　　当两个量的乘积是一个定值的时候，这两个量成反比例。
　　当两个量成反比例的时候，一个量扩大（缩小）多少倍，另一个量也随之缩小（扩大）相同的倍数。
　　[例1]　蓄水池有一条进水管和一条排水管，灌满一池水进水管需要5时，排光一池水排水管需要3小时。现在池内有半池水，如果按进水、排水、进水、排水……的顺序轮流各开一小时，那么多长时间后水池的水刚好排完？
　　分析/解：注意到：只有可能是排水管把水池排光的，进水管是不会把水池“注光”的！
　　我们把排水一个小时然后进水一个小时作为一个周期：
　　那么开始有1/2池水，进水管工作一小时，那么共有：1/2+1/5 = 7/10 （池）水。
　　然后每个周期净排水：1/3–1/5 = 2/15。
　　我们知道：每个周期内最大的排水量是1/3。
　　也就是说前面若干个周期至少排掉：7/10–1/3 = 11/30（池）水。
　　而：11/30÷ 2/15= 275（个）周期
　　也就是说，排了2个周期之后，下一个周期肯定还是排不完；
　　但是， 排了3个周期之后，下一个周期肯定可以排完。
　　因此需要排3个周期，共排水2/15×3 = 6/15（池）水。
　　那么还剩下： 7/10– 6/15 = 3/10 （池）水。
　　那么这3/10池水需要：3/10÷1/3= 9/10（小时）。
　　所以一共需要：1 + 2×3 + 9/10= 79（小时）= 7小时54分。
　　[评注]这一类题酷似我们小时候做过的蜗牛爬井的问题。要抓住这类题的特点，离清楚思路，千万不要忙中出错！
　　[例2]　一项工程，乙单独要做17天完成；如果第一天甲做，第二天乙做，这样交替轮流做，那么恰好用整数天完工；如果第一天乙做，第二天甲做，这样交替轮流做，那么比上次轮流的做法要多半天才完工。问甲单独做这项工程要多少天完成？
　　分析/解：同学们首先要思考一下两种方案完工用的时间不同，提示给我们什么信息呢？
　　我们知道，按第一种方案，如果最后一天是乙做的，那么可以想到，交换顺序后一定也是乙做第一天，甲做最后一天。那么两次总时间应该是一样的。
　　因此我们可以断定，按照第一种方案，一定是最后一天由甲完成的。
　　那么第二种方案一定是由乙做完最后一个整天后甲做完了最后一个半天。
　　那么我们把甲乙连续各工作一天称为一个周期，那么：
　　第一种方案 n个完整周期 + 甲1天
　　第二种方案 n个完整周期 + 乙1天 +甲1/2天
　　所以 甲工作1/2天 相当于 乙工作1天的工作量。
　　所以甲需要：17×1/2 = 17/2 （天）才能完成。
　　[评注]这是一类特殊的周期问题，要注意到顺序的重要性。但是这类问题变化比较少，大家掌握这种分析的方法就可以了。
　　[例3]　蓄水池有甲、丙两条进水管和乙、丁两条排水管。要灌满一池水，单开甲管需要3小时，单开丙管需要5小时。要排光一池水，单开乙管需要4小时，单开丁管需要6小时。现在池内有1/6池水。如果按照甲乙丙丁的顺序循环开各水管，每次每管开1小时，问经过经过多长时间水开始溢出水池？
　　分析/解：与前面的题目类似，一定是进水管将水池注满的。
　　甲、乙、丙、丁的顺序且甲>乙>丙>丁。
　　通过本道题目各水管效率的大小关系及顺序可以知道，一定是甲管将水池注满的。
　　那么我们现在需要注满：1–1/6=5/6（池）水。
　　甲1小时至多注满1/3池水，那么前若干个周期至少要注满5/6–1/3=1/2（池）水。
　　每个周期净进水1/3–1/4 +1/5–1/6=7/60（池）水。
　　1/2 ÷ 7/60 = 30/7， 4 < 30/7 < 5。
　　因此至少要注满5个整周期，那么共注了： 7/60 ×5=7/12（池）水。
　　那么还剩下： 5/6–7/12=1/4 （池）水。
　　需要： 1/4÷1/3=3/4（小时）
　　因此共需要：4×5+3/4=20 （小时）= 20小时45分钟。
　　[评注]这道题目有4个水管，有排有放，但是大家只要抓住周期工程问题的特点，注意各水管效率的大小和开放顺序，就可以用通法把题目做出来。
　　[例4]　甲、乙、丙三队在A、B两块地植树，A地要植树900棵，B地要植树1250棵，已知甲、乙、丙每天分别植树24、30、32棵，甲在A地植树，丙在B地植树，乙先在A地植树，然后转到B地植树。两块地同时开始同时结束，问乙应该在开始后几天转到B地？
　　分析/解：这道题目看似复杂，但是如果大家注意到，甲、乙、丙自始至终都在同时工作，那么题目就不难做出来了。 　　
　　共要植树 900 + 1250 = 2150（棵）。
　　而三个人每天共可以植树：24 + 30 +32 = 86（棵）；
　　所以共需要时间：2150÷ 86=25（天）。
　　那么在25天里，甲共植树24×25 = 600（棵）。
　　因此，乙在A地植树900–600= 300（棵）。
　　所以，可以求出：乙在A地工作了300÷30 = 10（天），然后才转到B工作。
　　[评注]做这道题目的窍门是注意到3个人一直都在不停的工作，这与行程问题中那道狗往返于做相遇运动的两个人之间的题目，其实有着异曲同工之妙。
　　[例5]　一只船发现漏水时，已经进了一些水，之后水匀速进入船内，如果10人淘水，3小时可以将水淘完；如果5人淘水，8小时才能淘完。如果要求两小时淘完，应该安排多少人手淘水？
　　分析/解：这是一道“牛吃草”的问题：
　　10人淘3小时相当于30人淘1小时，5人淘8小时相当于40人淘1小时。
　　因此：30人淘1小时的水量 = 3小时漏的水 + 原来船内的水。
　　40人淘1小时的水量 = 8小时漏的水 + 原来船内的水。
　　发现：10人淘1小时的水量 = 5小时的漏水量。
　　即： 2人淘1小时的水量 = 1小时的漏水量。
　　那么： 原来船内的水量 = 24人淘1小时的水量。
　　如果两小时淘完的话，
　　共需淘水： 原来船内的水 + 2小时漏的水
　　= 28人淘1小时的水量
　　= 14人淘2小时
　　因此，需要14个人才能在两小时将水淘完。
　　[评注]“牛吃草”问题是非常经典的工程问题，希望大家对牛吃草问题的解法熟练掌握。
　　[例6]　一个水池，地下水从四壁渗入，每小时渗入水池的水是固定的。当这个水池满的时候，打开A管，8小时可以排空；打开B管，10小时可以排空；打开C管，12小时可以排空。如果打开A,B两管，4小时可以将水池排空，那么打开B,C两管，将水池排空需要多长时间？
　　分析/解：对于这一类渗水（漏水）问题，由于渗水（漏水）的速度是一个定值，我们可以把它当作一个始终开着的进（排）水管来处理就可以了，我们用X管来命名它。
　　那么我们发现： A管1小时–X管1小时 = 1/8池水；
　　B管1小时–X管1小时 = 1/10池水；
　　C管1小时–X管1小时 = 1/12池水。
　　而且： 　　　　A管1小时 + B管1小时–X管1小时 = 1/4池水。
　　从上面可知： 　A管1小时 + B管1小时 – 2个X管1小时 = 9/40池水。
　　比较可知： 　　X管1小时 = 1/40 池水。
　　如果同时开B,C管的话，类似的，
　　我们有： 　　　B管1小时 + C管1小时 – 2个X管1小时 = 11/60池水。
　　因此： 　　　　B管1小时 + C管1小时 – 1个X管1小时 = 5/24池水。
　　那么共需要： 1÷5/24 = 24/5（小时）。
　　[评注]这种假想出一个水管代表渗水（漏水）的方法是非常有效的，希望大家掌握好。
　　[例7]　如下图，有一个敞口的立方体水箱，在其侧面一条高线的三等分点出有两个排水孔A和B，它们排水的速度是恒定的。从上面给水箱注水，如果打开A孔，关闭B孔，那么经过22分钟可将水箱注满；如果关闭A孔，打开B孔，那么需要22分钟才能注满。若两个孔都打开，则注满水箱需要多长时间？
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　　分析/解：
[image: image23.png]- #o # oot
# o [
B— B— B—
Y i i





　　观察，发现同样注满水箱的1/3，不漏水比1个孔漏水少用两分钟，因此可以求出，如果一个孔都不开，需要20 – 2 = 18（分钟）；
　　而不漏水注满水箱的1/3需要18÷3 = 6（分钟）。
　　而1个孔漏水的情况下注满水箱的1/3需要6+2=8（分钟）。
　　同样的注水量，速度与时间成反比，因此：
　　进水速度 ：（进水速度–漏水速度）= 8 ：6 = 4 ：3。
　　因此进水速度是漏水速度4倍，那么两个孔都漏水的时候。
　　进水速度 ：（进水速度–2个孔的漏水速度）= 4 ：2 = 2 ：1。
　　因此两个孔漏水注满水箱的1/3需要：6 × 2 =12（分钟）。
　　那么两孔齐开一共需要：6 + 8 + 12 = 26（分钟）才能注满。
　　[评注]这道题目难度不小，但每一步都很简单，都很基本，因此我们不再做过多的评注，建议大家自己马上独立地再做一遍，理清思路。
　　[例8]　甲、乙两个相同的长方体水箱，在它们的侧面上分别有排水孔A和B。A孔和B孔与底面的距离分别是水箱高度的5/6和1/2，且排水速度相同。现在以相同的速度一起给两水箱注水，并通过管道使A孔排出的水直接流入乙水箱，这样经过了70分钟后，甲、乙水箱同时被注满。如果上述的速度给乙箱注水，那么水箱从空到满需要多少分钟？
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　　分析/解：我们发现两个水箱同时灌满各自的1/2，然后又同时灌满，用同样长的时间灌满了同样的容积，这说明t2 = t1。
　　否则如果t2 > t1 甲水箱的总注水量就会小于乙水箱的注水量；
　　如果t1 > t2 甲水箱的总注水量就会大于乙水箱的注水量；
　　都与两个水箱都灌满了各自的1/2矛盾。
　　或者：（进速–漏速）×t2+ 进速×t1=（进速–漏速）× t1+进速×t2。
　　可以推出：t1= t2。
　　那么时间相同，注水速度与注水量成正比。
　　因此：（进速–漏速） ：进速 = 1/6 ：1/3 = 1 ：2。
　　即进水速度是漏水速度的2倍。
　　因此如果不漏水的话，70分钟可以注满甲水箱的：1 + （2 × 1/6 – 1/6）= 7/6（倍）。
　　因此不漏水灌满一个水箱需要：70 ÷ 7/6 = 60（分钟）。
　　而注满乙箱的前一半没有漏水，用了：60 ÷ 2 = 30（分钟）；
　　后一半漏水，速度减半，时间加倍，用了：30 × 2 = 60（分钟）；
　　所以注满乙箱共需时间：30 + 60 = 90（分钟）。
　　[评注]注意到t1 = t2 是解本题的关键！请大家自己独立再重复一遍，理清自己的思路。
　　结束语
　　通过本讲的学习，我们对周期工程问题、水管问题和水箱注水问题有了一定的了解和认识。希望同学们课下注意复习和总结，掌握好这几种复杂工程问题的解法。
　　作业
　　1 王师傅计划用2小时加工一批零件，当还剩160零件的时候，机器出现故障，效率比原来降低了1/5，结果比原计划推迟20分钟完成任务，这批零件共有多少个？
　　解：
　　王师傅效率降低了1/5，是原来的4/5。工作量一定，效率和时间成反比。原来和现在的效率比是5:4，所以时间比是4:5，那么多用了20分钟，所以原来需要80分钟，实际用了100分钟。又知道原来80分钟要做160个零件。一共要做160÷80×120 = 240（个）零件。
　　2 一项工程，甲一人需要1小时36分钟完成，甲乙两人合作需要1小时完成。现在由甲一人完成1/12后，甲乙一起干，但工作中甲休息了一会。全部工作用了1小时38分钟完成，问：甲工作了多长时间？
　　解：
　　甲一人要96分钟完成，两人合作要1小时完成，因此乙60分钟做了甲36分钟的工作。甲先做了1/12，那么用了96÷12= 8（分钟）。后来两个人合作了98–8 = 90（分钟），化为鸡兔同笼问题。设甲没有工作，乙工作90分钟只相当于甲工作了：90×36/60 = 54（分钟），一共只相当于甲工作了8 + 54=62（分钟）。而甲需要96分钟才能完成任务，所以甲又工作了96–62 = 34（分钟）。
　　所以甲共工作了：34+8=42（分钟）。
　　3 甲工程队每工作6天休息1天，乙工程队每工作5天休息2天。一件工程，甲队单独做需要97天，乙队单独做需要75天。如果两队合作，3月1日开工，几月几日可以完工？
　　解：
　　97天里，97÷7= 13…6，所以甲队工作了13×6 + 6=84（天）；
　　75天里，75÷7= 10…5，所以乙队工作了10×5+ 5=55（天）；
　　用1星期作为一个周期。
　　每星期两队的总工作量为：6×1/84 + 5×1/55 = 25/154。
　　而：1 ÷ 25/154 = 154/25 =[image: image25.png]


 。
　　因此至少需要6个整星期。
　　还剩下：1 – 6×25/154 = 2/77。
　　而甲乙每天的效率和为：1/84 + 1/55 = 。
　　还需要2/77÷ = 120/139 ≈ 1，一共用了：6×7 + 1 = 43（天）
　　3月1日开始，则4月12日完成。
　　设A工程量为1，则B工程量为5/4。甲乙丙效率分别为1/20、1/24、1/30。
　　那么3人效率和为1/20+1/24+1/30=1/8
　　所以工作时间为（1+5/4）÷1/8=18（天）
　　甲18天做工181/20=9/10，所以剩下的1-9/10=1/10是丙做的，丙用了1/10÷1/30=3（天）。
　　所以丙与乙合作了18-3=15（天）。
　　一、基本概念：
　　1．比和比例；
　　2．百分数；
　　3．正比和反比。
　　二、教学内容：
　　本讲主要讲解各种已知数据或所求结果中包含比例与百分数的应用题，介绍选取适当的量作为单位1来解题的方法，有时恰当选取较小的量作为一个单位，可以实现整数化计算。对于涉及到成本、利润、价格的经济类型应用题，将单独作为一讲内容介绍。
　　三、例题：（见下页）
　　[例1]　有一堆糖果，其中奶糖占45%，再放入16块水果糖后，奶糖就只占25%。那么，这堆糖果中有奶糖多少块？
　　[分析]遇到含有比例和百分数的应用题，我们要分析所给的比例是哪些量之间的比例，再比较这些量相互间有没有关联。
　　在本题中，容易犯的错误是，原先水果糖占糖总数的1-45%=55%，后来水果糖占糖总数的1-25%=75%，而比重的增加是因为水果糖多了16块，因此糖的总数就是16÷（75%-55%）=80块。你看看这个解过程中有什么问题？
　　在上面的计算过程中，单位1指的是什么呢？是原来的糖数还是后来的糖数呢？注意这两个量是不相等的。为什么？
　　解：设奶糖数量为单位1，那么原先有水果糖[image: image26.png]1-45% _11
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个单位。加入了16块水果糖后，变为 个单位。
　　因此加入的16块水果糖就是[image: image27.png]1-25%
25%




　　个单位，那么单位1就是　　 ÷　　 =
　　　　 。也就是说，奶糖有　　 块。
　　[评注]从第一道例题的分析和解中，我们可以总结出很多比例与百分数应用题的要点：
　　1．要选取恰当的量作为单位1，这个量应该是固定不变的；
　　2．计算单位1的关键是找到相对应的量和率，二者相除就是单位1；
　　3．在出现多个比例和百分数的时候，要注意比例的基准是否相同。
　　[例2]　有若干堆围棋子，每堆棋子数一样多，且每堆中白子都占28%。小明从某一堆中拿走一半棋子，而且拿走的都是黑子，现在，在所有的棋子中，白子将占32%。那么，共有棋子多少堆？
　　[分析]题目当中出现了两个比例，那么请你思考这两个比例分别是什么量之间的比。
　　先看28%，它是：[image: image28.png]EHETH
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 ，
　　而由于每堆棋子数一样多，所以[image: image29.png]


 ；
　　再看32%，它是：[image: image30.png]FTHETH
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 。
　　这些量之间有什么关系吗？有一个量是没变的，你找到了吗？
　　解：设白子总数为单位1。
　　那么原先黑子总数就是[image: image31.png]1-28% 18
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个单位，拿走一些棋子后，黑子总数变为[image: image32.png]1-32% _17
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个单位，因此取走的黑子数量是[image: image33.png]18 17 _25
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个单位。
　　而取走的黑子是某一堆棋子总数的一半，因此一堆棋子的数量就是[image: image34.png]


个单位，又因为白子在每堆中的比例是28%，所以每堆中白子的数量是[image: image35.png]EXZB%*—
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个单位。
　　注意白子的总数是单位1，因此共有[image: image36.png]


堆棋子。
　　[评注]发现比例之间量的联系是这个解法的关键。这个题还可以通过方程，或者设每堆棋子为100份等方法来做。之所以设为100份，是为了使计算整数化。
　　[例3]　用一批纸装订一种练习本。如果已装订120本，剩下的纸是这批纸的40%；如果装订了185本，则还剩下1350张纸。这批纸一共有多少张？
　　[分析]这个题目只出现了一个比例，因此我们肯定来主要研究这个40%是什么量的比例。首先容易看出，40%=　　 ÷ 　　。
　　请你再仔细思考，还可以如何解释：40%=　　 ÷　　 。
　　解： 因为剩下的纸是这批纸的40%，所以已装订的本数就是可以装订的总本数的1-40%=60%，那么这批纸一共可以装订 ÷60%=　　 本。
　　装订了185本以后，还可以装订　　 -185=　　 本，这些本要用掉剩下的1350张纸，因此一个练习本需要用1350÷ 　　= 　　张纸。于是这批纸一共有 　　×　　 = 　　 张。
　　[评注]1．百分数也是比例的一种表示;
　　2．找到已知量（如120本）相对应的率，是解决比例应用题的重要方法。
　　[例4]　三个人分苹果，小张分得总数的 [image: image37.png]| =



，小高比小王多分的数目是小王的[image: image38.png]


，小高分得55个苹果，那么小张分得多少个苹果？
　　[分析]请你观察一下，这个例题中比例的关系与前面例题有什么区别？
　　本题中比例的基准量是变化的，[image: image39.png]o=



是针对总数而言，而[image: image40.png]


是针对小王的苹果数而言，因此我们的第一个任务就是找好单位1，把这些比例转化为跟单位1所代表的量的关系。另外题目中只出现了一个量：小高的苹果数（55）。那么我们要寻找什么呢？
　　解：小高比小王多分[image: image41.png]


，即小高相当于小王的[image: image42.png]


，所以小王分得的苹果就相当于总数的[image: image43.png]


，小高分得的苹果就相当于总数的[image: image44.png]4 4.5
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，所以小张分得的苹果等于小高的[image: image45.png]


 ，所以小张分得了55×=44个苹果。
　　[评注]本题实际上是将苹果的总数作为单位1，借助小高的量率关系求出单位1，然后通过小张苹果的比例求出数量，解中的写法省略了其中求总数的步骤，简单一些。但是我们要掌握好整体的思路。
　　[例5]　三根木棍总长180厘米，都竖直的置于水槽中。第一根木棍有[image: image46.png]


露在水面外，第二根木棍有[image: image47.png]


露在水面外，第三根木棍有[image: image48.png]| W



露在水面外，那么水槽中的水深是多少厘米？
　　[分析]题目中所给的3个比例都是木棍露在水面外的部分与木棍本身长度的比，无论是露在水面外的部分，还是本身的长度，这三根木棍都是不相同的。那么你能不能找出三根木棍的共同点呢？
　　解：第一根木棍有[image: image49.png]|



露在水面外，那么就有[image: image50.png]


没在水面以下，而木棍没在水面以下的长度就是水槽的水深，因此第一根木棍的长度是水槽深度的[image: image51.png]


倍。
　　用同样方法，可以知道第二根木棍的长度是水槽深度的5倍，第三根木棍的长度是水槽深度的4倍。因此三根木棍的总长是水槽深度的6+5+4=15倍，那么水槽中的水深是180÷15=12厘米。
　　[评注]这道例题再一次强调了前面所总结的两个解题要点：
　　一是要找比例当中有联系的量；
　　二是比例倍数关系要和已知的量挂上关系。
　　[例6]　甲、乙两人各有一些练习本，甲的本数比乙多32，而甲的[image: image52.png]


比乙的[image: image53.png]


多3本，那么乙有多少本？
　　[分析]条件中对甲和乙的本数进行了两种比较，两个比较当中都是只与甲和乙有关，因此是比较容易找到联系的。而且无论是找甲的联系还是找乙的联系都是可以的，请你试一试。
　　解：因为甲的[image: image54.png]


比乙的[image: image55.png]o | -



多3本，所以甲的[image: image56.png]W



比乙多3×2=6本与另外一个条件（甲比乙多32本）进行比较，得到甲比甲的[image: image57.png]W



多32-6=26本，即甲的[image: image58.png]


是26本，那么甲有[image: image59.png]2&:1:78
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本。所以乙有78-32=46本。
　　[评注]这道例题还可以通过把两个条件中甲的系数调整一致来做，另外用方程组来解也是个很典型的例题。
　　[例7]　甲、乙两人各有一些书，甲比乙多的数量恰好是两人总数的[image: image60.png]


，如果甲给乙20本书，那么乙比甲多的数量恰好是两人总数的[image: image61.png]


。那么他们共有多少本书？
　　[分析]根据已知条件，我们容易确定把　　　 定为单位1。那么题目所给的比例都是关于两人书的数量差的，而我们希望了解的是甲或乙在总数中占的比例。那么两人的书数差与单独一个人的书的数量有什么关系呢？
　　解：由已知，两人书数和是两人书数差的4倍，而两人书数和是两人书数差与乙的书数的2倍之和，因此乙的书数是书数差的（4-1）÷2=15倍，那么乙的书数是总数的[image: image62.png]1.5:41:g
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 。
　　同理，甲给乙20本书后，甲的书数是总和的[image: image63.png]


，这时乙的书数是总数的[image: image64.png]


，所以20本是总书数的[image: image65.png]s

W
o

N



，两人共有书[image: image66.png]5
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本。
　　[评注]将和看成是差与较小加数两倍的和，是把差的比例转化为个人书数比例的关键。另外也可以利用借助画图表示来找到20本书所对应的比例。
　　[例8]　某商品按原定价出售，每件利润为成本的25%；后来按原定价的90%出售，结果每天售出的件数比降价前增加了15倍。问后来每天经营这种商品的总利润比降价前增加了百分之几？
　　[分析]首先要注意的是“增加了15倍”，那么后来每天售出的件数是降价前的25倍。
　　关于成本、利润的题目我们将专门用一讲课件来讲解，在这里只做一个简单的介绍。成本指的是商店购入商品所用的金额，利润指的是售出商品的收入除去成本所余下的部分，也就是说：售出价格=成本+利润。总利润指的是售出所有商品所得到的利润总和，可以通过“总利润=每件商品的利润×售出数量”来计算。
　　解：因为每件利润为成本的25%，所以原定价是成本的1+25%=125倍。按原定价的90%出售时，每件商品的利润变为成本的125×90%-1=125%。也就是说，每件商品的利润变为降价前的125%÷25%=05倍。
　　但是由于售出的件数是降价前的25倍，因此总利润是降价前的25×05=125倍，增加了125-1=25%。
　　[评注]成本与利润是比例应用题中较为复杂的一类问题，希望同学们先逐步掌握成本、利润、价格、利润率等基本概念，并了解它们之间的关系，在下星期将专门介绍成本与利润应用题的解题方法和思路。
　　一、教学内容：
　　1．浓度的基本概念；
　　2．与浓度相关的数学问题；
　　3．总结混合浓度的规律。
　　二、基本知识：
　　1．什么是浓度？什么是溶液？
　　将糖溶于水就得到了糖水，而糖水甜的程度是由什么决定的呢？容易发现，放糖多的杯子中的水更甜，可以知道糖水甜的程度是由糖与糖水二者重量的比值决定的。糖与糖水重量的比值叫做糖水的浓度，一般写为百分数。其中糖叫做溶质，水叫做溶剂，糖水叫做溶液。
　　2．生活中你还知道哪些溶液吗？
　　3．浓度的计算：
　　浓度=溶质重量÷溶液重量
　　注：一般来说，浓度指的都是重量的比值，也有些时候（例如酒精）指的是体积的比值。 　　[例1]　一容器内有浓度为25%的糖水，若再加入20千克水，则糖水的浓度变为15%，问这个容器内原来含有糖多少千克？[视频课程集锦：http://zkikaoticn/shop/zxxhtm]
　　[分析]题目当中的浓度之所以会变化，是因为 的重量变化了，这其中 的重量是没有变化的。
　　[解法一]设容器中原有糖水x千克，则有
　　[image: image67.png]x+20]-15%




　　解得 x=30
　　因此容器中糖水含糖的重量为 30×25%=75（千克）
　　[解法二]设容器中原有糖的重量为1份，则原先糖水的总重量为[image: image68.png]25%



份，加入水之后的总重量为[image: image69.png]120
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份，因此加入的水的重量就是[image: image70.png]


份。
　　那么1份的重量就是　　 ÷　　 =　　 （千克）
　　[评注]1．浓度指的是溶质重量与溶液重量的比值，而并不是溶质重量与溶剂重量的比值，因此浓度肯定是0～1之间的数；
　　2．方程是解决浓度问题的有效方法之一，但对于复杂的浓度问题会很麻烦，因此我们提倡在学习的时候尽量用算术方法。
　　[例2]　在浓度为40%的酒精溶液中加入5升水，浓度变为30%，再加入多少升酒精，浓度变为50%？
　　[分析]通过前一个例题的学习，我们知道，根据已知条件可以求出溶液中原来酒精的量。
　　解：根据前一个例题的方法，可以求出原有酒精[image: image71.png]



　　加入5升水以后溶液总共有6÷　　 = 　　（升）
　　当浓度为50%的时候，说明酒精和水一样多，因此最终应有酒精　　 -
　　 　　=　　 （升），那么需要加入　　 -6= 　　（升）酒精。
　　[评注]从两道例题中，可以总结出，向溶液中添加溶质，则浓度上升；添加溶剂，则浓度降低。
　　[例3]　现有浓度为10%的盐水20千克，再加入多少千克浓度为30%的盐水，可以得到浓度为22%的盐水？
　　[分析]这是一个溶液混合的问题，混合前后溶液的浓度改变了，但是溶质的总重量没有改变，溶液的总重量也没有改变，这是解题的关键。
　　解：设需加入浓度为30%的盐水x千克，依据混合前后溶质的量不变，得
　　[image: image72.png]20x10% +30% - x = (20 +x)- 22%




 　　
　　解得 x=30
　　因此需加入浓度为30%的盐水30千克。
　　[评注]注意观察混合前后浓度的变化与溶液重量之间的关系：
　　20千克10%的盐水最终浓度变为22%，增加了12%；
　　30千克30%的盐水最终浓度变为22%，降低了8%。
　　发现：20:30=8%:12%。也就是说，溶液混合后，浓度的变化量与原先的重量成反比，这是非常重要的一条性质。
　　通常可以用三角形图或线段图来形象的记忆这条性质。
　　[例4]　有甲、乙、丙3瓶溶液，浓度分别为75%、60%和45%，它们的重量比为3:2:1如果把两瓶溶液混合后再按原重量分配到各自的瓶中，我们就称为一次操作现在先对甲、乙两瓶溶液进行一次操作，再对乙、丙两瓶溶液进行一次操作，最后对丙、甲两瓶溶液进行一次操作，那么最后甲瓶溶液的浓度是多少？
　　[分析]题目中虽然没有告诉我们3瓶溶液的重量，但是根据前面总结的规律，混合后的浓度由重量之比就可以确定了，因此可以逐步推算出各瓶溶液的最终浓度，请你试一试，看看计算起来是不是比原来的方法要简便很多！
　　解：甲、乙两瓶溶液浓度的差是75%-60%=15%，最终浓度应该在其中3:2的地方，因此甲、乙两瓶溶液混合后浓度变为[image: image73.png]60% +15% % ——=69%
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。
　　第二次操作时，乙瓶溶液浓度为69%，丙瓶浓度为45%，相差 。同样可计算出混合后浓度变为[image: image74.png]45% +24% X ——— = 61%
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。
　　用同样的计算方法，可得最终甲瓶溶液的浓度是[image: image75.png]2 _em
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。
　　[评注]
　　1从解题过程中可以看出，混合后的溶液浓度必然介于原来两瓶溶液的浓度之间；
　　2对于一瓶溶液，无论如何将它分开或者倒出，它的浓度是保持不变的；
　　3在应用混合浓度的性质时，一定要注意浓度差与重量成反比。
　　[例5]　有A、B两瓶不同浓度的盐水．小明从两瓶中各取1千克混合在一起，得到一份浓度为36％的盐水；他又将这份盐水与2千克A瓶盐水混合在一起，最终浓度为32％．那么B瓶盐水的浓度是多少？
　　[分析]在第一次混合时，两瓶盐水的重量相同；在第二次混合时，两瓶盐水的重量也相同。利用混合浓度的性质：浓度差与重量成反比，说明混合后的浓度与原先的浓度的差是相等的，也就是原先两个浓度的平均数。
　　解：先考虑第二次混合，2千克A瓶盐水与2千克36%的盐水混合后浓度为32%，因此A瓶盐水的浓度是2×32%-36%=28%。
　　再考虑第一次混合，1千克B瓶盐水与1千克28%的盐水混合后浓度为36%，因此B瓶盐水的浓度是2×36%-28%=44%。
　　[评注]当已知混合后浓度的时候，往往可以利用浓度的性质反解出原先的浓度，这比列方程的方法要简便。
　　[例6]　甲、乙两只装满硫酸溶液的容器，甲容器中装有浓度为8%的硫酸溶液600千克，乙容器中装有浓度为40%的硫酸溶液400千克。各取多少千克分别放入对方容器中，才能使这两个容器中的硫酸溶液的浓度一样？
　　[分析]这道题目可以用方程来解，大家可以自己作为一个练习，在这里我们讲解一种非常巧妙的算术解法。这个解法有两个思维的要点。
　　第一， 既然最终两个容器中的硫酸溶液浓度一样，因此把它们混合在一起浓度不变。那么就可以看成是先将甲、乙两个容器中硫酸溶液混合，再分别盛回到容器中。所以最终的浓度可以用混合性质去求；
　　第二， 最终甲容器中的硫酸溶液可以看成是一部分原甲中8%的硫酸溶液与一部分乙中40%的硫酸溶液混合而成，两部分的重量总和是600千克。那么两部分的比例是多少呢？注意甲容器的混合浓度就是刚才求出的总混合浓度，因此两部分的重量比例应该是一致的，也就是600:400。所以其实根本就不用求出最终的混合浓度！
　　解：根据分析，最终甲瓶中的硫酸溶液由8%和40%两种硫酸溶液混合而成，且重量比应该是600:400=3:2。由于两部分的重量和是600千克，因此其中从乙容器中倒过来的40%硫酸溶液重量应该是[image: image76.png]


千克。
　　[评注]本题如果用方程等一般方法来解，计算是比较复杂的。从这道题也可以看出，一个好的解法，往往需要非常丰富和仔细的分析，而解过程却很简短。
　　[例7]　甲容器中有纯酒精11立方分米，乙容器中有水15立方分米。第一次将甲容器中的一部分纯酒精倒入乙容器，使酒精与水混合；第二次将乙容器中的一部分混合液倒入甲容器。这样甲容器中的纯酒精含量为625%，乙容器中的纯酒精含量为25%。那么第二次从乙容器倒入甲容器的混合液是多少立方分米？
　　[分析]解决本题的关键是分析清楚两容器中酒精浓度的变化，挖掘625%和25%的含义。对于乙容器而言，第一次混合时倒入了一些纯酒精，成为纯酒精和水的混合溶液；第二次混合时倒出了一部分，那么在这次操作过程中，乙容器的酒精浓度是不变的。因此25%就是第一次混合后乙容器的酒精浓度。
　　解：在第一次混合时，一部分纯酒精与15立方分米的水混合成了浓度为25%的酒精溶液，浓度差为（ 　　%-25%）:（25%-　　 %）= 　　: 　　。因此从甲容器倒入乙容器的酒精有15×　　 = 　　立方分米。
　　在第二次混合时，甲容器中还剩下纯酒精 立方分米，它与一部分25%的酒精溶液混合后浓度为625%，浓度差为（　　 %-625%）:（625%-　　 %）=　　 :
　　　　 。因此从乙容器倒入甲容器的混合液是　　 立方分米。
　　[评注]纯酒精可以看成是浓度为100%的酒精溶液，而水可以看成是浓度为0%的酒精溶液，你想想这符合浓度的定义吗？
　　[例8]　甲桶中装有10升纯酒精，乙桶中装有6升纯酒精与8升水的混合物，丙桶中装有10升水。现在先从甲桶向乙桶倒入一定量的酒精，并搅拌均匀；然后从乙桶向甲桶倒入一定量的液体，并搅拌均匀；接着从丙桶向甲桶倒入一定量的液体。最后各桶中的酒精浓度分别为：甲桶75%，乙桶50%，丙桶25%。那么此时丙桶中有混合液体多少升？
　　[分析]同学们可以看出，虽然有3个桶，但是思路还是与上一个例题相同：从甲桶向乙桶倒入酒精后，乙桶的浓度就已经是50%了；从乙桶向丙桶倒入液体后，丙桶的浓度就是25%。
　　解：由于第一次操作后乙桶的酒精浓度为50%，所以其中酒精与水的体积相同。最开始的时候乙桶中的水比酒精多8-6=2升，因此甲桶向乙桶中倒入2升纯酒精。
　　第二次操作时，是一部分浓度为50%的酒精溶液与10升水混合，最终浓度为25%，因此从乙桶向丙桶倒入溶液 　　升。
　　最后一次操作时，甲桶中还剩下10-2=8升纯酒精，与一部分浓度为25%的酒精溶液混合，最终浓度为75%，因此从丙桶向甲桶倒入溶液 　　升。
　　那么最后丙桶中有混合液体10+　　 -　　 = 　　升。
　　总结与作业：
　　一、内容总结：
　　1．了解了溶液和浓度的概念和基本性质；
　　2．熟悉溶液混合时浓度的变化规律（浓度差与重量成反比），并能够应用此规律解决溶液的各种混合问题。
　　二、作业：
　　1．在浓度为20%的盐水中加入10千克水，浓度变为15%，再加入多少千克盐，浓度变为25%？
　　2．在为1、2、3的3个相同的杯子里，分别盛着半杯水。1杯中溶有100克糖，3杯中溶有100克盐。先将1杯中液体的一半及3杯中液体的1/4倒入2杯，然后搅拌均匀。再从2杯倒出所盛液体的2/7到1杯，接着倒出所余液体的1/7到3杯。问：这时每个杯中含盐量与含糖量之比各是多少？
　　[教学内容]
　　在小学课堂上初步接触立体几何图形。
　　[教学目的]
　　了解几种基本的几何体，初步掌握它们表面积和体积的计算。
　　[教学安排]
　　讲授8道典型例题，并布置课后作业题三道。
　　[知识点]
　　1．正方体：
　　正方体有8个顶点，12条棱，6个面。
　　正方体的表面积=棱长2×6；正方体的体积= 棱长3。
　　2．长方体：
　　长方体有8个顶点，12条棱（4条长，4条宽，4条高），6个面。
　　长方体的表面积 =2×（长×宽+宽×高+长×高）；
　　长方体的体积=长×宽×高=底面积×高。
　　3．圆柱体：
　　圆柱体有上下两个底面，是两个一样大小的圆，上下两个底面的距离叫做圆 柱体的高，圆柱体的侧面展开以后是一个长方形。
　　圆柱体的侧面积=底面周长×高=π×底面直径×高；
　　圆柱体的体积=底面积×高= π×底面半径2×高。
　　4．圆锥体。
　　圆锥体的体积 =[image: image77.png]| -



×底面积×高=等高同底圆柱体体积的[image: image78.png]| -



。
　　[例1]　用棱长是1厘米的立方块拼成如图1 的立体图形，问该图形的表面积是多少平方厘米？
[image: image79.png]il





　　[分析]我想同学们可能都做过这样一道习题，如图2，求该图形的周长：

[image: image80.png]



　　同学们一定都会想到把图2中图形的周长转化为图3中的周长。那么，我们可以利用类似的方法将我们这道题目中的表面积分成几部分分别求出来，然后再加在一起就可以了。

[image: image81.png]



　　解：首先，将图1中的“顶面积”都平移到图4中的“底座上”，我们首先计算“底座”的表面积：3×4+9×2=30（平方厘米）；
　　再补上顶上的5个小正方体的侧面积：4×2+3×2+2=16 （平方厘米）；
　　所以总的表面积为：30+16=46（平方厘米）。
　　[评注]
　　1．我们这道题还可以有其他的做法，比如分层数、分方向数等等，同学们可以在课下练习一下用这两种方法解本题；
　　2．我们要熟练掌握本题解中用到的这种利用平移将原来较为复杂的几何体或几何图形转化为比较简单的几何体或几何图形的方法，这在我们以后处理较为复杂的题目时是经常会用到的；
　　3．我们要养成这种遇到陌生的不会做的题目时，联想我们以前做过的类似的会做的题目的思维方法，将两者类比比较，从而找到解题的方法。
　　[例2]　如图1，一个正方体形状的木块，棱长1米，沿水平方向将它锯成3片，每片又锯成4长条，每条又锯成5小块，共得到大大小小的长方体60块。那么，这 60块长方体的表面积的和是多少平方米？
　　[分析]在分析本道题目之前，我们首先要对什么是表面积有一个深入的认识。其实一个长方体的表面积就是它所有的六个面的面积的和。所以，我们这道题目要求这60个长方体表面积的总和，其实就是要求这6×60=360个面（每一个面都是长方形）的面积之和。那么我们可以对这360个面分类，按照不同的方向来计算。
　　例如，我们先考察前后这个方向上的面，我们看到在这个方向上一共切了4刀，我们要注意到实际上每一刀切下去以后都多出来两个面，而每一个这样的切面上都有4×3=12个长方形面，无论每一个小长方形的面积是多少，这12个小长方形的面积的和都是一定的，它们的面积的和都等于1个切面的面积，而这个切面是1个边长为1米的正方形，它的面积我们是很容易计算的。
　　因此，我们不难发现，在这个方向上的所有小长方形组成了10个大的正方形切面，它们的面积是不难计算的。同样的道理，我们可以计算出其他两个方向上的小长方形面积的和。最后把它们相加起来，就得到了我们要求的总的表面积。
　　解：按照前面分析的思路，我们首先计算前后方向上的小长方形的面积之和，它们等于1+2×4+1=10个正方形切面的面积：12×（1+ 2×4+1）= 10（平方米）；
　　同理，左右方向上的小长方形面积之和为：12×（1+2×3+1）=8（平方米）；
　　上下方向上的小长方形面积之和为：12×（1+2×2+1）=6（平方米）；
　　所以总的表面积为：10+8+6=24（平方米）
　　[评注]
　　1．这就是我们在例一中所讲的按照不同方向分别计算的方法，这种方法也是很常用的，同学们应该好好掌握；
　　2．对这道题我们有更进一步的讨论：
　　图1是我们的导引中给出的，事实上，我们题目中说的是每一片，每一条都分别去切，所以并不是统一切的，也就是刀痕并不能很好的吻合，而应该是如图2这样的：
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　　这就是我们先把一个正方体先切成5片，然后每片切成4条，然后每条切成3块，然后再把60个小长方体拼回原来的大正方体的样子。我们发现很多刀痕并不是像原来图1中那样对齐的。那么这时候我们怎么求总的表面积的。
　　不要紧，通过例一的做法我们知道，我们把某个切面的位置进行平移，这个切面两侧的小长方形的面积都保持不变，因此总的表面积并不变。因此我们可以通过一系列的平移，使图2变回图1，甚至变成更加规则的图形，而总的表面积和原来是一样的。因此，总的表面积仍然是24平方米。[视频课程集锦：http://zkikaoticn/shop/zxxhtm]
　　3．我们再一次利用平移将复杂的问题转化成了简单的已知的问题，证明这种方法确实是很有效的，同学们应该掌握好这种方法。
　　[例3]　如图1是一个边长为2厘米的正方体，在正方体的上面的正中向下挖一个边长为1厘米的正方体小洞；接着在小洞的底面正中再向下挖一个边长为[image: image83.png]


厘米的正方体小洞；第三个小洞的挖法与前两个小洞相同，边长为[image: image84.png]


厘米。那么最后得到的立体图形的表面积是多少平方厘米？
　　[分析]观察挖去三个小正方体以后得到的立体图形，如果计算它的表面积，需要计算哪些面的面积呢？
　　最自然的想法是把所有面的面积简单的累加起来，但是这样是比较繁琐的。
　　结合我们前两道例题中平移某个面进行拼凑的思想。可以发现如果把第三个洞的底面向上平移，刚好可以填上第二个洞底的方孔，形成一个正方形。此外，这个已经拼好的正方形还可以继续向上平移，替补第一个洞底的方孔，以此类推，第一个洞底面向上平移可以填补正方体顶部的方孔。
　　因此可以一起把三个洞底面的两个方环和一个正方形一起平移到大正方体的顶面上，这样刚好出现一个正方体的表面积，再加上刚才没加进去的每个侧面的面积，可以很容易的求出总的表面积。
　　解：根据以上的分析，先进行将洞底向上的“搬家”活动，得到一个棱长为2厘米的正方体，它的表面积为：22×6 = 24（平方厘米）；
　　然后再求三个小洞内侧面的面积之和：
　　[image: image85.png]


（平方厘米）；
　　所以，总的表面等于：[image: image86.png]


（平方厘米）。
　　[评注]
　　1．这种“搬家”的做法，避免了求环形的面积的繁琐计算，简化了我们的工作量。有兴趣的同学也可以求出那些环形的面积然后求和，看看结果是否一样；
　　2．你注意到了吗，本题中所说的每次在底面的正中挖下一个正方体是不必要的，无论下一个小正方体从上一个正方体底面的那个位置开始挖，经过平移之后，仍旧可以组成大正方体的顶面，而侧面积也都没有变，因此，总的表面积也将保持不变。
　　[例4]　今有一个长、宽、高分别为21厘米、15厘米、12厘米的长方体，现从它的上面尽可能大的切下一个正方体，然后从剩余的部分再尽可能大的切下一个正方体，最后再从第二次剩余的部分尽可能大的切下一个正方体，问剩下的体积是多少立方厘米？
　　[分析]为了方便，将21，15，12约化为7，5，4。但是要注意，最后题目做完之后，要记得先把相应线段的长度再扩大回3倍以后再算体积。
　　观察一下这个长方体，如左图，第
　　一个尽可能大的正方体显然是以长宽
　　高中最短边为边长的正方体，即以4
　　为边长的正方体（想一想为什么？），
　　结果如右图。
　　[image: image87.png]



　　那么我们观察一下剩余的图形，发现从中能够切下得尽可能大的正方体应该是以3为边长正方体（这又是为什么？）。于是我们在切下一个边长为3的正方体，剩余部分如左图：
　　我们继续按照前边的思路，不难
　　发现，从剩余部分中我们能切下的正
　　方体边长最大是2，从而得到了如右
　　图所示的剩余图形。
　　从而我们可以知道，我们切去的三个正方体分别是以4×3，3×3，2×3为边长的正方体，用原来的体积减去切去的体积，即为剩余部分的体积。
　　[image: image88.png]e




　　解：由以上分析得知，切去的三个正方体的边长依次为12厘米，9厘米和6厘米，因此剩余部分的面积为：21×15×12-123-93-63=1107（立方厘米）
　　[评注]学过比例尺的同学可以用如下办法直接计算剩余部分的体积：长宽高都按比例缩小三倍后为7，5，4，每次切去正方体边长为4，3，2，则剩余体积为：7×5×4-43-33-23=41（立方厘米）；
　　按照比例尺的性质可知没缩小前的体积应该为：41×33 = 1107（立方厘米）。你们知道这是为什么吗？
　　[例5]　张大爷去年用长2米宽1米的长方形苇席围成容积最大圆柱形粮囤，今年改用长3米宽2米的长方形苇席围成容积最大的圆柱形粮囤。问：今年粮囤的容积是去年的粮囤容积的多少倍？
　　[分析]　长方形的苇席为什么能够围成圆柱形的粮囤呢？
　　如图，圆柱体由三部分组成：上
　　下两个底面（圆形）和侧面（展开
　　以后是一个长方形）。观察一下圆柱
　　体各部分之间的关系不难发现，侧面
　　长方形的周长正好等于底面圆形的周长，而侧面长方形的宽也刚好等于圆柱体的高。
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　　请注意：我们这里的长和宽并不要求长一定大于宽，不然就会导致圆柱体的底面周长一定大于高的荒谬结论。
　　那么，当知道了围粮囤所用的长方形苇席的长和宽的时候就可以求出圆柱的体积。但是一个长方形始终有两种围法围出一个圆柱体，哪种围法围出的容积大呢？ 　　
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　　已知长方形的长宽，面积是个确定的数，那么要想圆柱体的体积大，就要是长方形较长的边做圆柱体的底边周长，较短的边做高。
　　解：去年用的苇席要容积最大，用1米做高：容积= [image: image91.png]1
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；
　　今年用的苇席要容积最大，用2米做高：容积= [image: image92.png]1
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；
　　因此，要求今年容积是去年的多少倍的话：
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　　[评注][视频课程集锦：http://zkikaoticn/shop/zxxhtm]
　　1．我们应该学习推导一些几何体的比较简单的计算公式，遇到比较繁琐的题目时候，先推导公式然后带入数据计算会避免很多重复性的工作，节省很多时间；
　　2．圆周率可以先不代入数据，到最后再算。
　　[例6]　一个盛有水的圆柱形容器底面内半径为5厘米，深20厘米，水深15厘米，将一个底面半径为2厘米，高为18厘米的铁圆柱竖直放入水内，求这时的水深。
　　[分析]由于向水中放入了铁圆柱，占用了很多原来水的体积，就将很多水挤开了，因此水面会升高。但是水面升高实际上是一个比较复杂的过程：
　　如下是各种不同的情况，这道题目现在并不知道会出现哪种情况，不过可以肯定的是，铁圆柱的长度比杯子的高度小，所以不会出现最后一种情况。
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　　采用假设法，先假设杯子中的水最终处于第二种的状态，如果计算后发现水面高度确实小于铁圆柱的高度，那么结果就是合情合理的，如果水面超过了铁圆柱的顶部，就要重新计算超过部分的水的高度，以求出总高度。如果计算的总高度超过了杯子的高度，说明水都溢出了，因此最终的水面高度就是杯子的高度。
　　另外，给出圆筒体积公式：圆筒体积=底面面积×高=底面的圆环面积×高。
　　解：假设水面没超过铁圆柱的顶端，如右图，我们知道铁圆
　　柱的底面半径为2厘米，杯子的底面半径为5厘米，半径之比
　　为2:5，因此面积之比为4:25（想一想为什么？），因此水原
　　来的底面积与现在的底面积之比25:21。
　　而我们知道，水的总体积是没有变的，由于体积都等于底面面积乘以高，又水的体积是不变的，所以水的高度与水的底面面积成反比。因此，水现在的高度雨水原来的高度之比为25:21，即水面现在的高度是原来的[image: image95.png]N5



，因此水面现在的高度为：
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　　[评注]
　　1．注意圆筒的体积公式：圆筒体积=底面面积×高=底面的圆环面积×高。
　　2．注意所有的圆都能有其他的圆按比例放大或缩小得到。想一想，还有什么几何图形具有这种性质呢？
　　3．注意正比例反比例关系的运用。
　　[例7]　有甲乙丙三种不同的正方体木块，其中甲种木块的棱长是乙种木块的[image: image97.png]


，乙种木块的棱长是丙种木块的[image: image98.png]W



，如果用甲乙丙三种木块拼成一个体积尽可能小的大正方体木块，每种至少要用一块，那么一共最少要用多少个木块?
　　[分析]把甲乙丙三种木块的棱长约化为整数，分别为1、2、3。
　　要拼成体积尽可能小的正方体，只需使正方体的棱长尽可能小。首先，棱长小于3的正方体是不可能的。因为每种木块至少用一块，棱长小于3的正方体里怎么能容下棱长为3的丙呢？其次，棱长为3或4的正方体也不可能的，因为在这种正方体内部，棱长为3的丙与棱长为2的乙不能同时出现。所以，最小的可能就要考虑5了。5可以吗？应该是可以的，因为棱长都是整数，所以即使有缝隙，也一定能够用棱长是1的小方块填满。那么，要用多少块木块呢？
　　因为要求所用木块最少，所以尽量多用大块的，首先考虑棱长是3的，可以断定，棱长为3的木块不会超过1块，因为木块无法重叠，两块以上丙类木块无论怎样放置，必将有一个方向上长度会不小于6。而只有一块棱长为3的话，要拼成棱长为5的正方体，把棱长为5的正方体分成两层考虑，一层包含棱长为3的木块，是3×5×5的一层；一层只包含棱长为1，2的木块，是2×5×5的一层，首先考虑后者。
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　　首先搭2×5×5的那一层，尽量多用棱长为2的木块，如上图。然后开始搭上面3×5×5的一层，棱长为3的木块应该放在角上，这样能尽量的多用棱长为2的木块，如中图；这时候把棱长为2的木块尽量加进去，最多能放3块，然后再用棱长为1的小木块将剩下的缝隙填满即可。
　　解：按照前面的分析，第一步共需木块：4+2×（4×2+1）=22（块）；
　　第二步，再加入1块棱长为3的3块棱长为2的：22+1+3=26（块）；
　　第三步，又加入的棱长为1的小木块为：4×2+2×3×2+2×2=24（块）；
　　所以，一共用了各种木块：26+24=50块。
　　[评注]做这道题，需要我们提高我们的空间感，即我们的空间想象能力和空间作图能力。
　　[例8]　有六个3×4×5的长方体，把它们的某些面染上红色，使得它们分别有一、二、三、四、五、六个面是红色的，染色后把所有的长方体切割成60个棱长是1×1×1的小正方体，这些小正方体中，恰好只有一面是红色的小木块最多有多少个？
　　[分析]要求只有一个面是红色的小方块最多，只需要使每个长方体切除的这样的只有一面是红色小木块分别最多就可以了。那么先考虑只染一个面的长方体：
　　有6个面可供选择，先把小木块切好，如下图，显然要选择含有正方形最多的一个面染成红色，因此选择4×5的那个面。那么只染两个面的长方体也很好考虑，只需要把两个4×5的面都染色就可以了，因为相对的两个面是完全相同的。
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　　考虑染三个面的长方体，作为尝试，在刚才的基础上，随便给一个面染色：
　　这时发现如果两个面都被染成红色，那么这两个面交处的小方块就会有两个面被染色，因此只有一个面的小方块的总数会先减少两行，还可能会有一些新增加出来，但不知道能否超过原来损失的。例如下图中的染色方法，除去上面和下面损失的5×2=10个，新增加的只有5×1=5个，已有一个面被染色的小方块的个数不但没有增加，反而减少了5个。既然一定要减少，那么让减少的最少，剩的就是最多的，所以采取如右图的染色方式。
[image: image101.png]



　　下一个面的染色方式不外乎两种，前后的某一个面或者左边的面，经尝试，发现将左边的3×4的面染色是最划算的。
　　那么，在前面的基础上，再增加一个面染成红色只有一种可能了，经过验算，也不难发现，这种方法也是只剩一个面不染色的三种可能里最后一个面是红色的小方块最多的。
　　六个面都染成红色只有一种可能。
　　现在把每一种可能的结果加总起来就可以了。
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　　解：只染一个面的时候，染法如图1：这样的小方块有：4×5 = 20（个）；
[image: image103.png]B1 (FTEATLE&)




　　只有两个面染色时，染法如图2：这样的小方块有：4×5×2=40（个）；
　　只染三个面时，染法如图3：这样的小方块有：4×5×2-4×1=36（个）；
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　　只染四个面时，染法如图4：这样的小方块有：4×5×2-4×1×2=32（个）；
　　只染五个面时，染法如图5：这样的小方块有：3×3×2+1×3×2+1×3=27 （个）；
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　　只染六个面时，染法如图6，这样的小方块有：3×2×2+1×3×2+1×2×2=22（个）；
　　所以共有这样的只有一面染成红色的小方块：20+40+36+32+27+22=177（个）。
　　[评注]
　　1．这道题我们采取计数中常见的分类方法，即利用加法原理求和；
　　2．同学们想一想，为什么我们后来染的面多了，获得的符合要求的小方块反而少了呢？那么什么情况下，会随着染色的面数增加，符合要求的小方块的数量也会增加呢？
　　结束语：
　　通过本讲的学习，我们对立体图形有了更深的了解和认识。
　　作业：
　　1 如图1是一个边长为4厘米的正方体，分别在前后、左右、上下各面的中心位置挖去一个边长1厘米的正方体，做成一种玩具，它的表面积是多少平方厘米？
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　　2．如图2，用高都是1米，底面半径分别为15米，1米和05米的3个圆柱体组成一个物体，问这个物体的表面积是多少平方米？
　　3．某工人用薄木板钉成一个长方体的邮件包装箱，并用尼龙织带如图3在三个方向上加固，所用的尼龙织带长度分别是365厘米、405厘米和485厘米，且每个织带接头处都重叠5厘米，则这个长方体包装箱的体积是多少？
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　　一、教学内容
　　本讲讲解较为复杂的以成本和利润、溶液的浓度等为内容的分数和百分数应用题。需要利用整数知识，或进行分类讨论的综合性和差倍分问题。
　　本讲题目虽然综合性、复杂性强了一些，还希望大家不畏困难，好好学习。
　　二、例题（见下页）
　　[例1]　某银行定期储蓄的种类和利率如图所示。假如你有1000元钱，想存4年，那么你最多可以得到多少元利息？(注意：存款到期取出后可连本带息一起再存)
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　　[分析]首先要弄清楚题目的具体含义，是总共存了4年，但是可以分段。比如存了4个一年：先把1000元存了一个1年期的，到期之后连本带息一起再存1年，到期之后再连本带息一起存1年，最后也是等到期之后，连本带息存一年。这道题就是在考虑有多少种不同的存款方式，然后计算它们的收益多少。
　　年利率是指每年平均的收益，到期利率是指到存期结束的收益。比如两年期中，（1 + 01170）×2=02340，因此只应该按照到期利率来算。
　　解：根据乘法交换率可知，存期排列顺序与利息无关（为什么？大家自己想清楚），故只有4种存法：
　　①四次一年期的：（1 + 01098）的四次方；
　　②两次一年期的，一次两年期的：（1 + 01098）的平方乘以（1 + 02340）；
　　③一次一年期的，一次三年期的：（1 + 01098）×（1 + 03672）；
　　④两次两年期的：（1+02340）的平方。
　　比较的时候可以聪明一点，因为（1 + 01098）×（1+01098）=12317<12340，即连续存两个一年期的收益小于存一次两年期的收益，因此　　 ①、②不如④合算。
　　再比较③和④，（1+01098）×（1+03672） =1517319 < 1234 ×1234 =1522756，所以是④获得最大收益，收益是1000×0522756 = 52276元。
　　：最多可以得到52276元利息。
　　[评注] 审题要清，计算要对，条理要明。
　　[例2]　甲桶中装有10升纯酒精，乙桶中装有6升纯酒精与8升水的混合物，丙桶中装有10升水。
　　现在先从甲桶向乙桶倒入一定量的酒精，并搅拌均匀；
　　然后从乙桶向丙桶倒入一定量的液体，并搅拌均匀；
　　接着从丙桶向甲桶倒入一定量的液体。
　　然后各桶中的酒精浓度分别为甲桶75%，乙桶50%，丙桶25%。
　　那么此时丙桶中有混合液体多少升？
　　[分析]寻找突破口，结合倒推的方法。先按顺序把三个桶的浓度变化情况想清楚：甲向乙倒，甲的浓度不变（100%），乙的浓度变了，丙的浓度不变（0%）；乙向丙倒，甲的浓度不变（100%），乙的浓度不变，丙的浓度变了；丙向甲倒，甲的浓度变了（75%），乙的浓度不变（50%），丙的浓度不变（25%）。这下就好做了。
　　解：接着以上的分析知道，乙的浓度在后两个过程中没有变化，于是知道甲倒入乙一些酒精后，乙中的液体浓度是50%，也就是水和酒精一样多，都是8升，因此甲倒入乙中的酒精是　　 升，甲中还剩下　　 升。
　　乙向丙中倒入一些50%的液体后，丙中的浓度是25%，于是混合后的体积应该是丙中原体积的2倍（为什么？），因此，乙向丙中倒了 　　升液体，乙中还剩 　　升。
　　丙最后向甲中倒入了25%的液体，使得甲中的浓度是75%，于是倒入的体积是甲中酒精体积（8升）的一半（为什么），因此丙中还剩下　　 升。
　　：此时丙桶中有混合液体16升。
　　[评注]理解提议，一步一步想清楚，寻找突破口，抓住“变”和“不变”。
　　[例3]　某个国家的硬币只有3分、5分和7分这3种。小明在该国购买一支铅笔时，无论他用手中所有的3分硬币，所有的5分硬币或是所有的7分硬币中的哪类去支付，售货员都会恰好找给小明与其所付硬币面值不同的另一枚硬币。已知小明共有76枚硬币，那么这支铅笔的价格是多少分？
　　[分析]看上去题目的表达很不清楚，没有可以把握的地方。但是细细分析之后，我们很快发现，小明手中3分、5分、7分硬币分别的总价值都只比铅笔价值多出3、5、或7分，也就是说这三类硬币的价值总和应该差不多，也就是说小明手中的三种硬币个数之比应该大概是35 : 21 : 15。之后就好做了。
　　解：三类硬币的价值总和应该差不多，也就是说小明手中的三种硬币个数之比应该大概是35 : 21 : 15。
　　设76枚中有35枚3分硬币，21枚5分硬币，15枚7分硬币，那么就还剩下5枚硬币。
　　接下来对这5枚硬币进行分类枚举，找出符合题意的情况（大家自己完成）。
　　最后得到，这5枚硬币是3枚3分的，1枚5分的，1枚7分时恰好有7-5=5 -3=3×3-7=2。
　　于是铅笔价格是105 +2=107分。
　　：这支铅笔的价格是107分。
　　[评注]
　　1．本题需要利用到估算和枚举的方法，比较综合。
　　2．这道题的案为什么是唯一的？请大家自己好好琢磨。
　　[例4]　小红、小明和小强3个小朋友一起去买冰棒，每人都带了整数元钱，冰棒的价格是整数分。已知小红带了1元钱，最多能买2根冰棒；小明带的钱最多能买6根，小强带的钱最多能买11根，并且小明、小强的钱合起来仍不够买18根。那么一根冰棒的价格是多少元？
　　[分析]本题也是结合整数和估算的知识，只不过比较麻烦而已。
　　解：
　　① 由于小红带了1元钱，最多能买2根冰棒，所以1根冰棒的价格小于等于50分，大于100/3 ≈ 33分。
　　② 由于小明带的钱最多能买6根，所以小明带的钱数小于等于05×6=3元，但是又大于等于034×6=204元，因此小明带了3元钱，且1根冰棒的价格大于等于300/7≈43分，小于等于50分。
　　③ 小强带的钱最多能买11根，所以小强带的钱大于等于043×11=473元，小于等于05×11=55元，因此小强带了5元，且1根冰棒的价格大于等于500/12 ≈ 43分，小于等于500/11 ≈ 45分
　　④ 又因为小明、小强的钱合起来（8元）仍不够买18根，所以1根冰棒的价格大于等于800/18=45分。
　　因此，1分冰棒的价格是 分。
　　：一根冰棒的价格是045元。
　　[评注]估算是非常重要的方法，上题中我们一步一步缩小范围的方法就是估算的典型方法。
　　[例5]　有甲、乙两堆棋子，甲堆中的棋子数目为奇数。
　　现在按照如下方法移动棋子：
　　第一次从甲堆中取出与乙堆棋子数目相同的棋子放入乙堆，
　　第二次从乙堆中现有棋子中取出与甲堆现有棋子数目相同的棋子放入甲堆，
　　……，
　　照此方法移动了若干次后，甲、乙两堆各有32堆棋子，问甲堆原有多少枚棋子？
　　[分析]先可以不考虑最后一次是从甲堆移到乙堆，还是从乙堆移到甲堆，总之是倒推就是了，直至两堆棋子都是奇数停止，因为此时就无法往前推了，再根据已开始甲堆数目多于乙堆，就可以决定哪一堆是甲，哪一堆是乙了。
　　解：采取倒推法：（具体过程大家自己完成，很容易）；
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　　所以最初甲堆有　　 枚棋子，乙堆有　　 枚。
　　：甲堆原有43枚棋子。
　　[评注]倒推法是小学竞赛中的典型方法，一般不难，只要细心，当然审清题意也很重要。
　　[例6]　续例5，甲堆有43枚棋子，乙堆有21枚。按照下述方法逐次从甲、乙两堆中各取出一些棋子组成丙堆：
　　每一次或者从甲、乙两堆各取出1枚棋子，
　　或者从甲堆中取出7枚棋子而从乙堆中取出2枚棋子，
　　或者从甲堆中取出6枚棋子而从乙堆中取出3枚棋子。
　　问经过多少次操作才能使甲、乙两堆中的棋子恰好同时被取完？
　　[分析]看起来本题根本摸不着边，但是对于一个学过方程和不定方程的同学来说，就很简单了，只要设三种取法的次数分别是x次，y次，z次，然后列出方程就解决了。
　　解：设每一次从甲、乙两堆各取出1枚棋子有x次，从甲堆中取出7枚棋子而从乙堆中取出2枚棋子有y次，从甲堆中取出6枚棋子而从乙堆中取出3枚棋子有z次。
　　所以x+7y+6z=43；x+2y+3z=21。
　　这是不定方程组。两式相减得5y+3z = 43-21=22。
　　于是解以上不定方程得到：y =　　 ，z = 　　。代入得到x = 　　。
　　所以共取了 　　次。
　　：经过11次操作才能使甲、乙两堆中的棋子恰好同时被取完。
　　[评注]四年级的时候你可能不会巧妙地来做这道题，没有学过不定方程，但是现在就完全不一样了，你会用的工具多了。
　　[例7]　华校从出版社运进A、B、C三种书各若干包，共计406本。其中：
　　A每包16本，每本定价10元；
　　B每包26本，定价98元；
　　C每包22本。定价98元。
　　这些图书华校按照定价的80%从出版社购买，如果书全部售完，那么华校能获得80152元的利润。请问：华校运进这三种书各多少包？
　　[分析]和多个对象的鸡兔同笼问题类似，可以把部分对象合并对待。我们可以把定价相同的B和C看作一样的，这样就可以求出A的包数和B、C的总本数，最后把目光放到B和C上，求出它们的包数。　
　　解：这批书的定价和是80152÷（1-20%）=40076元。
　　假设定价都是10元，则定价和变为4060元，和实际相差4060-40076=524元。
　　而每多一本B或C种书，定价和就相差10-98=02元，于是B和C共524÷02 =262本，因此A种书有406-262 = 　　本，计 　　包。
　　设B种书x包，C种书y包，得到26x+22y = 262。
　　解以上不定方程（大家自己完成），得到x =　　 ，y =　　 。
　　：A有9包，B有5包，C有6包。
　　[评注]多个对象转化成两个对象的方法很实用，很重要。
　　[例8]　4只同样的瓶子分别装有一定数量的油，每瓶和其他各瓶分别合称一次，所得重量的千克数如下：8，9，10，11，12，13。已知这四只空瓶的重量之和以及油的重量之和都为质数。那么最重的两瓶内共有油多少千克？
　　[分析]其实这是一个对称轮换式的问题，只是综合了一点质数的知识。
　　解：设空瓶重量为x千克，4只瓶中的油分别有a、b、c、d千克。每瓶和其他各瓶分别合称一次，我们可以得到四个瓶和它们里面油的总质量为：
　　（8 + 9 + 10 + 11 + 12+ 13）÷3 （因为每个瓶和油的总质量算了3次）= 21。
　　即21=4x +a+b+c+d。
　　题目就变为：2个质数的和是21（奇数）。
　　所以4x=2，a+b+c+d =19（为什么？）。
　　即瓶重是05千克。
　　因此，最重的两瓶内共有油13-1=12千克。（为什么？）
　　：最重的两瓶内共有油12千克。
　　[评注]不必局限于题目的局部，去考虑到底是哪一瓶和哪一瓶合称，从大处着眼，题目就明朗了。
　　结束语：
　　本讲讲解较为复杂的以成本和利润、溶液的浓度等为内容的分数和百分数应用题。需要利用整数知识，或进行分类讨论的综合性和差倍分问题。
　　作业：
　　除了讲课过程中留给大家的自己思考的问题，下面再给大家留几道练习题目：
　　1．有一位精明的老板对某商品用下列方法来确定售价：设商品件数是N，售价以元为单位，先得出算式
　　每件成本×（1+20%） ×N，的结果，然后取大于等于此数的最小的5的整倍数作为N件商品一起购买的售价，按这一定价方法得到：1件50元，2件95元，3件140元，4件185元，……。已知每件商品的成本是整数元，问这个整数是多少？
　　2．有3个一样大的桶，一个装有浓度60%的酒精100升，一个装有水100升，还有一个桶是空的。现在要配制成浓度36%的酒精，只有5升和3升的空桶各一个可以作为量具，并且桶上无其他刻度。如果每一种量具至多用4次，那么最多能配制成36%的酒精多少升？
　　3．有4个小朋友的体重都是整千克数，他们两两合称体重，共称了5次，称得的千克数分别是99，113，125，130，144。其中有两个没有一起称过，那么这两个人中体重较重的人的体重是多少千克？
　　一、前半学期所学内容：
　　1．计算综合：
　　繁分式的计算，涉及分数与小数的定义新运算问题，综合性较强的计算问题。
　　1）运用平方差公式等代数工具进行速算和巧算；
　　2）掌握定义新运算题型的要点和解题思路；
　　3）了解估算和其他计算技巧。
　　2．比例应用题：
　　各种已知数据或所求结果中包含比例与百分数的应用题，介绍选取适当的量作为单位1来解题的方法，有时恰当选取较小的量作为一个单位，可以实现整数化计算。
　　1）要选取恰当的量作为单位1，这个量应该是固定不变的；
　　2）计算单位1的关键是找到相对应的量和率，二者相除就是单位1；
　　3）在出现多个比例和百分数的时候，要注意比例的基准是否相同，同时发现比例之间量的联系是解题的关键。
　　3．工程问题：
　　在简单工程问题的基础上，进一步研究各种复杂工程应用题的解题思路和方法要点。具体类型包括：1、多人工程问题；2、水管的进水与排水；3、牛吃草问题。
　　1）熟练应用工作总量、工作时间、工作效率这三要素之间的关系式；
　　2）通过比较的方法解决多方案的工程问题；
　　3）掌握水管问题中，进水管与出水管的总工作效率是各自工作效率之差；
　　4）掌握牛吃草问题的图示和假设的方法。
　　4．不定方程与整数分拆：
　　求二元一次方程与多元一次方程组的整数解的方法，与此相关或涉及整数分拆的数论问题。
　　1） 掌握解一般情况下不定方程的方法，重要包括利用整除知识、估计和试验、检测个位数字等方法；
　　2）能够处理带有附加条件的情况，主要方法与前面相同；
　　3）注意到列方程尽量选择个数少的未知数；
　　4）注意题目当中隐含的条件。
　　5．数论综合：
　　涉及知识点多，解题过程比较复杂的整数综合题，以及基本依靠数论手段求解的其他类型题目。
　　1）熟练掌握数论的基础知识：整除特征、质因数分解、约数倍数、余数问题等；
　　2）掌握有关余数及其性质、同余类的知识和方法；
　　3）了解完全平方数的余数特征；
　　4）了解取整运算的概念和性质;
　　6．立体图形：
　　了解几种基本的几何体，初步掌握它们表面积和体积的计算，了解较为复杂的立体图形问题的解题思路。
　　1）熟练掌握各种基本立体图形的相关计算公式，包括长方体、正方体、圆柱体、圆锥体等的体积和表面积；
　　2）熟练掌握利用平移将原来较为复杂的几何体或几何图形转化为比较简单的几何体或几何图形的方法；
　　3）掌握用比较法解决切割后体积和表面积的问题
　　二、例题：（见下页）
　　一、计算：
　　[例1]　求算式[image: image110.png]66.66667 x66.66667 +2%



的计算结果的整数部分。
　　[分析]对原式直接进行计算是不现实的，也是不必要的，因为题目让我们求的并不是精确的结果，而只是整数部分，这就提示我们可以进行 。
　　年利率是指每年平均的收益，到期利率是指到存期结束的收益。比如两年期中，（1 + 01170）×2=02340，因此只应该按照到期利率来算。
　　解：原式[image: image111.png]3
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所以计算结果的整数部分是1904。
　　[评注]
　　1 请问真实的计算结果比[image: image112.png]16
190421



 大还是小？
　　2 有人怀真实结果超出估算结果的部分会大于[image: image113.png]


，从而使得整数部分会进1。那么请你估计一下两者的差是否超过001：
　　[image: image114.png]66.6666766.66667 +25 200,290,
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　　3 相对而言，分数的乘除运算是比较简单的，因此在计算时往往可以把小数先转化为分数。
　　二、比例应用题：
　　[例2]　某电器厂销售一批电冰箱，每台售价2400元，预计获利72万元。但实际上由于制作成本提高了 ，所以利润减少了25%，求这批电冰箱的台数。
　　[分析]对于整批电冰箱而言，我们只知道一个量：72万元——总利润。要想求出电冰箱的台数，就需要知道一台电冰箱的利润，也就是单位利润。因此我们首先根据第二个条件来计算每台电冰箱成本与利润的关系。
　　解：电冰箱的售价不变，因此减少的利润等于增加的成本，也就是说原成本的 等于原利润的25%，所以原先成本与利润的比是　　 :　　
　　所以原来每台电冰箱的利润是[image: image115.png]2 __
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元。
　　那么这批电冰箱共有72×10000÷960=75台。
　　[评注]
　　1 对于一件商品，成本和利润的最基本关系是：　　 +　　 = 　　[视频课程集锦：http://zkikaoticn/shop/zxxhtm]
　　2 对于全部商品来说，总利润=　　 ×　　
　　3 在解决比例应用题时，可以画图来帮助自己寻找相互关系。
　　三、工程问题：
　　[例3]　大水池的蓄水量是小水池的2倍，它们装有大小和根数都相同的排水管。如果打开大水池的所有排水管放水4小时，再关掉一半继续放水4小时，恰好放光整池水。如果小水池也打开一半排水管放水4小时后，还要再让一根排水管放水8小时才能放光整池水。那么它们各装有多少根排水管？
　　[分析]题目条件中“大小和根数都相同的排水管”意味着每根排水管的 相同，那么对于大水池，前后两个放水过程中，排水量的比是　　 。”因此打开所有的排水管放水4小时，相当于打开一半的排水管放水　　 小时。
　　解：所有排水管的排水速度是一半排水管排水速度的2倍，所以如果大水池始终只打开一半的排水管，需要排4×2+4=12小时。
　　因为大水池的蓄水量是小水池的2倍，所以如果小水池打开一半的排水管，需要排12÷2=6小时。
　　由题意，一半的排水管放水6-4=2小时，相当于一根排水管放水8小时，所以它们各装有8÷2×2=8根排水管。
　　[评注]
　　1本题的解法实际上是将一半的排水管1小时的排水量作为了单位1；
　　2如果大水池中排水管的数量也是小水池的2倍，那么问题该如何解决？
　　四、不定方程：
　　[例4]　有三堆砝码，第一堆中每个砝码重3克，第二堆中每个砝码重5克，第三堆中每个砝码重7克。现在要取出最少个数的砝码，使它们的总重量为130克，那么共需要多少个砝码？其中3克、5克和7克的砝码各有几个？
　　[分析]要想取出的砝码个数尽量少，那么很容易想到7克的砝码应该尽量多。
　　解： 设3克、5克、7克的砝码分别取了x、y、z个，则得到不定方程3x+5y+7z=130。 因为7z <130，所以z最大只可能是　　 。
　　1）当z=18时，3x+ 5y=4，显然没有自然数解；
　　2）当z=17时，3x+ 5y=11，这时只有1组自然数解x=　　 ，y=　　 ，
　　这样一共取出了 　　+　　 +　　 = 　　个砝码；
　　3）当z=16时，3x + 5y=18，这时只有2组自然数解x =　　 ，y =　　 ，或者
　　x =　　 ，y =　　 。
　　这样一共至少取出了　　 +　　 + =　　 个砝码；
　　4）当z ￡15时，5×（ x+y+z）[image: image116.png]


3x+ 5y+5z=130 - 2z[image: image117.png]


130 - 2×15 =100，不等式两边同时除以得x+y + z[image: image118.png]


20，也就是说，砝码总数肯定不少于20。
　　综上所述，最少需要取出20个砝码，其中3克、5克、7克的砝码个数可以是2个、1个、17个或者1个、3个、16个或者0个、5个、15个。
　　[评注]
　　1．可以从结果中观察出三元一次不定方程的解之间的关系；
　　2．本题一种常见的错误解法是，不讨论z<17的各种可能，认为7克的砝码越多，砝码总数就越少。这是不正确、不严谨的。我们来看下面这个非常类似的问题：三种砝码分别重4克、7克和9克，要使得总重量是102克，最少要取出多少个砝码？
　　五、数论：
　　[例5]　已知p、q都是大于1的正整数，并且[image: image119.png]


和[image: image120.png]


都是整数，那么p+q的值是多少？
　　[分析]读完题目，你感觉满足条件的p、q很多还是很少呢？
　　显然的，这样的p、q不会太多。因为如果p比较大而q比较小，那么　　 很可能比 　　小，从而不可能是整数，这就给我们提供了解题的入手点。
　　解：由对称性，不妨设p[image: image121.png]


q 。
　　于是[image: image122.png]


，因此[image: image123.png]


为大于0小于2的整数，只能等于 　　。
　　由[image: image124.png]


可将[image: image125.png]


化为[image: image126.png]Q|



，这样q=3，p=5，所以p+q=8。
　　[评注]本题用到了估算的方法
　　六、立体几何：
　　[例6]　如图6～7，有一个长方体，先后沿不同方向切了三刀。切完第一刀后得到的两个小长方体的表面积之和是472平方厘米，切完第二刀后得到的四个小长方体的表面积之和是632平方厘米，切完第三刀后得到的八个小长方体的表面积之和是752平方厘米那么原来长方体六个面中面积最小的是 　　平方厘米。
[image: image127.png]



　　[分析]先看切完第一刀后得到的两个小长方体，共有 个面，其中有 个面就是原来长方体的面，因此表面积相比就是多出了 个面的面积，而且这两个面的面积　　 ，都等于原来长方体一个面面积的2倍。因此我们主要来关注每切完一刀表面积的增加量。
　　解：注意到每切一刀增加的面积，就是原来长方体某个面面积的2倍，且切完三刀后表面积就是原来长方体表面积的2倍，因此原来长方体的表面积是752÷2=376平方厘米。
　　那么原来长方体三个面的面积分别是（472-376）÷2=48平方厘米、（632-472）÷2=80平方厘米和（752-632）÷2=60平方厘米，其中面积最小的是48平方厘米。
　　[评注][视频课程集锦：http://zkikaoticn/shop/zxxhtm]
　　1．在立体图形的切割问题中，往往不是直接求切割后不规则图形的体积或表面积，而是拿它和原来的立体图形相比，计算体积或表面积的改变量；
　　2．其实在解中已经求出了原来长方体6个面各自的面积，而且可以进一步求出长方体的长、宽、高：
[image: image128.png]K xF=30
Fxl=60=
B =48

=





　　[例7]　一个盛水的容器是由两个圆柱体组成的，大圆柱体的底面半径为10厘米，并且它的底面半径和高都是小圆柱体的两倍。现在容器里有一些水，水面离容器顶有11厘米（如图7～9），而如果把容器倒过来，水面离顶部有5厘米（如图7 ～10）。那么这个容器的容积是多少立方厘米（取p=3）？
[image: image129.png]B7-10




　　[分析]观察两种情况，第二次水面离顶部的距离比第一次要短，这是为什么呢？原来第一次的顶部有一部分是小圆柱体，同样高度的情况下它的容积更小一些。
　　解：大圆柱体的底面积是小圆柱体的底面积的4倍假设小圆柱体的高是x厘米，根据两个图中的白色部分相等，可以列方程得：
　　x÷4+（11-x）=5，
　　解得：x=8。
　　所以该容器的容积是：5×5×3×8+10×10×3×（8×2）=600+4800=5400立方厘米。
　　[评注]
　　1．本题也可以不用方程，利用两次距离相差6cm，因此小圆柱体的高应该是
　　　　　 cm；
　　2．到现在我们复习了本学期前六讲的内容，大家自己在学习的时候也要注意及时的复习和总结，同时也应该体会到进入六年级以后在思维方法和要求上又有了提高，尤其数论、几何、应用题综合性很强，需要多做练习，为下个学期进一步的学习打好基础。
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