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下　册
　　一、教学内容：
　　1．求二元一次方程与多元一次方程组的整数解的方法。（例1～例4）
　　不定方程其实就是未知数个数大于方程个数的两元一次方程和多元一次方程组。本来这样方程的解是不唯一的（这就是不定的含义），但是如果我们限定未知数必须是整数的话，那么方程就有解了。做题时还要加倍注意多解的情况。
　　1）一般情况下的不定方程。（无附加的限制条件）（例1～例2）
　　这样的不定方程最简单，也最典型。解题的主要方法如下：
　　①由整除性质找出未知数的某些因子，可以把方程简化，把数字变小。例如：解不定方程：2X+3Y=12。首先我们就看到2能够整除2X和12，所以也能整除3Y，于是得到Y是偶数，我们再设Y的一半是Z，得到新方程2X+6Z=12，即X+3Z=6;同样的方法可以知道X是3的倍数，又设X的1/3是U，建立另一个新方程：U+Z=2,这样U和Z就只有三种情况了：a） U=1，Z=1；b） U=0，Z=2；c） U=2，Z=0。X，Y也就解出来了。
　　②在某个范围内逐个检验、试探和排除。范围就是不等的关系，我们可以先通过其他方法得到未知数的范围，然后逐个代入方程试探，找到可以使方程成立的，就是我们要的解。还是上面的例子2X+3Y=12，我们一下子就可以得到Y≤4，于是把Y=0、1、2、3、4分别代入方程，得到X=6，9/2（排除），3，3/2（排除）,0。
　　③个位数字检测。某些情况下，先从整除性质出发比较困难，可以先研究未知数的个位数字。还是上面的例子2X+3Y=12，从个位数字出发，得到X，Y个位数字的几种不同组合：a） 0（5）和4；b） 1（6）和0；c） 2（7）和6；d） 3（8）和2；e） 4（9）和8。当然，此方法对于这道题用处不大，只是希望同学们会这样分析，在某些难题中有用处。
　　2）带有附加条件的情况。（例3～例4、例8）
　　附加条件是指在未知数都是整数的基础上，附加的题目特有的条件。这类问题和一般的不定方程解题方法基本一致，只有一点不同：我们可以灵活点，如果直接先利用附加条件可以得出好的结果就先利用它；但是一般附加条件是在我们已经得到一般情况下的一些解后，用来筛选解的。
　　2．与不定方程相关或涉及整数分拆（把一个整数分成几个具有某些指定性质的整数的和）的数论问题。（例5～例7）
　　这样的题目中一般都有整数字样。列出不定方程是关键。
　　二、例题 [请见下页]
　　[例1]　在一张纸上写有20个11和20个111，现在要划去其中的一些数，使留下来的数的总和是1997，，那么应划去多少个11?
　　[分析]先把文字转化成数学语言（即方程），设划去X个11和Y个111，列出不定方程__________________________________。这个方程中的数字不是整数，但是我们仍然可以利用不定方程的知识，只是首先应该把方程左边和右边都扩大100倍，化成整数的方程。之后就好做了。
　　解：设划去X个11和Y个111
　　① 列出不定方程: ____________________________________。
　　② 方程可以化为___________________________
　　__________________________ __________________________________。
　　③ 利用个位数字分析方法，我们得到Y的个位数字是_____，又Y不会大于22（111×23=2553>2423）,所以Y=_____或_____。
　　④ Y=3时，X=2090÷110=19。
　　⑤ Y=13时，X=（2423-111×13）÷110，不是整数，排除。
　　：应划去19个11。
　　[评注]
　　1．列方程要设好未知数，找到等量关系。
　　2．方程的数字不一定是整数，可能是小数和分数，都应该扩大若干倍（公倍数），化成整数的方程。
　　3．注意可能有多解的情况。
　　4．学好分析个位数字的方法，要根据不同的情况选择合适的方法，不可拘泥于某一种现成的方法。
　　[例2]　王虎用1元钱买了油菜籽、西红柿籽和萝卜籽共100包。油菜籽3分钱一包，西红柿籽4分钱一包，萝卜籽1分钱7包。问王虎买进油菜籽、西红柿籽和萝卜籽各多少包？
　　[分析]很容易发现这里有3个未知数：油菜籽、西红柿籽和萝卜籽的包数。如果设3个未知数X、Y、Z，我们就要设两个方程了，不好处理。我们还是设两个未知数油菜籽X包、西红柿籽Y包，那么萝卜籽就有100-X-Y包。利用总钱数列方程，就化成了一道典型的不定方程。
　　解：设油菜籽X包、西红柿籽Y包，那么萝卜籽就有100-X-Y包。
　　① 列方程为____________________________（钱以分为单位）
　　② 方成两边乘以7，化成________________________　 ________________
　　③ 因为20可以整除20X和600，所以20整除27Y。又因为20和27没有共因子，于是20整除Y。
　　④ Y的范围<40，所以Y=____，X=____。因此Z=________________。
　　丙最后向甲中倒入了25%的液体，使得甲中的浓度是75%，于是倒入的体积是甲中酒精体积（8升）的一半（为什么），因此丙中还剩下　　 升。
　　：王虎买进油菜籽____包、西红柿籽____包和萝卜籽____包。
　　[评注]
　　1．列方程尽量选择个数少的未知数，简化解不定方程的过程。
　　2．注意典型方法的运用：整除性质和范围分析。
　　3．表面看起来是一道应用题，但其实质是不定方程，因为它有暗的整数字样（包数必为整数）。
　　[例3]　小萌在邮局寄了3种信，平信每封8分，航空信每封1角，挂信每封2角，她共用了1元2角2分。那么小萌寄的这3种信的总和最少是多少封？
　　[分析]这道题和上一例有所不同，不知道总共寄了多少封信，不能马上把3个未知数化成2个未知数，列出不定方程。只能采取三个未知数来列不定方程，但是我们发现可以很快得出平信的封数。之后就方便了。
　　解：设小萌寄了平信X封，航空信Y封，挂信Z封。
　　① 根据总钱数得到方程（以分为单位）________________________。[视频课程集锦：http://zkikaoticn/shop/zxxhtm]
　　② 考虑这道题目的特殊性，我们发现先从个位数分析出发，很快得出X的个位数是4或9，又考虑122-8×14=10不可能分成10Y+20Z的样子。所以X=___或___。
　　④ X=4时，10Y+20Z=90，得到（Y+Z）+Z=9，要使综合最小，就要Y+Z最小，所以要Z最大，等于___，Y等于___，总和是___。
　　⑤ X=9时，10Y+20Z=50，得到（Y+Z）+Z=5，要使综合最小，就要Y+Z最小，所以要Z最大，等于___，Y等于___，总和是___。因此上一种组合总和最小。
　　：小萌寄的这3种信的总和最少是___封。
　　[评注]
　　1．在三个未知数的不定方程中，我们一般会通过一些方法，先限制出一个未知数的取值，就变成一般简单的不定方程了。
　　2．考虑最值问题时，要边解方程边考虑什么时候取到最值。
　　3．综合利用各种判断、化简的方法，简化题目。
　　4．得出几组可能符合条件的解，最后我们就应该进行筛选，得出最后的解。
　　[例4]　某项工程，甲队独做12天完成，乙队独做24天完成，若按整日安排两队工作，且两队合作的天数尽可能少，怎样安排才能使这项工作恰好10天完成，这样两队合做了几天？
　　[分析]这道题比较简单，我们可以先算出甲队、乙队可能分别工作了多少天，再计算两队合作的天数，从中筛选出合作天数最少的解就可以了。这就是带有附加条件的不定方程的典型解法。
　　解：
　　设甲队做了X天，乙队做了Y天，所以两人合作了_____________天。
　　① 不定方程如下_____________。得到_____________。
　　② 由于X和Y都处于1和10之间，所以得到有下列几组解：
　　X=____，Y=____；X=____，Y=____；X=____，Y=____；X=____，Y=____。
　　③ 得出甲、乙两队合作的天数有下列几种解：_____________。最小是____。
　　：两队是合作了____天。
　　[评注]
　　1．审清题目意思很重要，注意到合作天数+10=甲队做的天数+乙队做的天数。
　　2．利用好未知数的范围，得出仅有的几组解。
　　3．筛选时是根据题目里的最值条件，紧紧抓住它才能做好题。
　　[例5]　把100拆成两个自然数之和，其中一个是7的倍数，另一个是11的倍数，那么两个数中较大的一个是多少？
　　[分析]这是一道整数分拆的问题。我们把它化成一道不定方程的问题。7的倍数可以设成7X，X是整数；11的倍数可以设成11Y，Y是整数。列出方程就好解了。
　　解：设其中一个数是7X，另一个是11Y。
　　① 列出不定方程 _________________。
　　② 解方程。由于7整除7X和98，所以7可以整除98-7X= _______________。
　　③ 而Y可以取1到9，经计算，得到只有Y=4时，11Y-2=42是7的倍数。所以Y=4。
　　④ X= _________________。_____________，____________。
　　：较大的一个是_____。
　　[评注]
　　1．设未知数的技巧很重要，7的倍数要设成7X，11的倍数要设成11Y。
　　2．要学会把某些整数分拆的问题化成不定方程来处理。
　　3．要不怕麻烦，逐个拿Y的取值去试验，直到X可以取到合适的值。
　　[例6]　我们知道，很多自然数可以表示成两个不同的质数的和。例如8=3+5。那么在写成两个不同质数之和恰有两种表示方法（加数不计顺序）的自然数中，最小的是多少？
　　[分析]这道题和不定方程没有什么关系，是一道比较特殊的整数分拆的题目，需要具体问题具体分析。既然问的是最小的，那么当然就应该从最小的一些质数上入手了。
　　解：设这样的数是X，可以表示成下面两种形式的质数之和：X=a+b = c+d。a，b，c，d是四个不同的质数。
　　① 首先看到这四个质数中没有2，因为质数中只有一个偶数，而两个奇数的和必然不能等于一个奇数和一个偶数的和。
　　② 那么这四个质数最小为3、5、7、11。但是仅仅是这四个数还组成不了合适的等式（3+11≠5+7）。
　　③ 再加入一个质数13，我们终于可以得到一个等式3+13=5+11=16。
　　：最小的这样的数是16。
　　[评注]
　　1．大家要至少背住20以内的质数。
　　2．对第③步进行进一步的解释：由第2步，我们至少知道这个数必须大于（3+5+7+11）÷2=13。于是我们可以依次试验14，15和16，发现前两个都不行，只有16满足条件。
　　3．把对这种数最小的限制化成两个和数（质数）最小的限制，转移了考虑的对象，使题目明朗化。
　　[例7]　把60分拆成10个质数之和，要求其中最大的质数尽可能小，那么这个最大的质数是多少？
　　[分析]首先我们知道60÷10=6，所以至少有一个质数比6大。我们考虑只用2，3，5和7来计算60，看看能不能用10个加成60。之后就简单了。
　　解：
　　① 60÷10=6，所以至少有一个质数比6大。设最大的质数是7。
　　② 我们只用5、7来计算60。
　　③ 设有X个5和（10-X）个7和是60，就是_________________。
　　④ 解出X=___,既然有解，就说明那个最大的质数是___。
　　：那个最大的质数是___。
　　[评注]
　　1．先计算大概的范围，然后再找出一组符合题目的解，就可以了。
　　2．大家想想，60还有没有别的拆分方法，仍然使得最大的质数是7？
　　3．再给大家一道类似的题目：把50分拆成10个质数之和，要求其中最大的质数尽可能大，那么这个最大的质数是多少？
　　[例8]　小明买红、蓝两种笔，共用了17元。两种笔的单价都是整数元，并且红笔比蓝笔贵。小强打算用35元来买这两种笔（也允许只买其中一种），可是他无论怎么买，都不能把35元恰好用完。那么红笔的单价是多少元？
　　[分析]这道题的表达有点麻烦，也有些难以理解。已知一支红笔和一支蓝笔价格和是17元，所以红笔和蓝笔的价格就只有几种有限的情况了。之后就方便了。
　　解：
　　① 红笔的价格范围是______________到___元。对应的蓝笔价格是___到___元。
　　② 又因为9×3+8=35，7×5=35，11+6×4=35，5×7=35，14+3×7=35，15+2×10=35，16×2+3=35，所以红笔单价是____元。
　　：红笔单价是____元。
　　[评注]　
　　1．这也是一道带有附加条件的不定方程问题，仍然是利用先求解再筛选的方法。
　　2．这道题其实蕴含两个不定方程，第一个是X+Y=17，第二个是aX+bY=35。
　　3．解题要仔细，不能看到一个可能是解的就不往下筛选了，要全部都筛选一遍，也要注意多解的情况。 　　结束语：
　　本讲我们介绍了求二元一次方程与多元一次方程组的整数解的方法，包括带有附加条件的情况。还讲了一些与不定方程相关或涉及整数分拆的数论问题。
　　注意典型方法的灵活运用，更要注意分辨出隐含不定方程的其他问题（比如整数分拆和一些应用题）。
　　作业：
　　除了讲课过程中留给大家的自己思考的问题，下面再给大家留几道练习题目：
　　1．将一根长为374厘米的合金铝管截成若干根36厘米和24厘米两种型的短管，加工损耗忽略不计。问：剩余部分的管子最少是多少厘米？
　　解：设这两种型的短管分别有X根和Y根。
　　则共长36X+24Y，这个数一定是12的倍数（12可以整除36X和24Y）。
　　374÷12=31…2。所以374，373肯定不可能刚好分成若干个36和24的和。
　　而374-2=372=36×9+24×2。即9根36厘米的短管和2根24厘米的短管共长372厘米。
　　：剩余部分的管子最少长2厘米。
　　2． 设A和B都是自然数，并且满足A/11+B/3=17/33。那么，A+B等于多少？
　　解：方程可以变为3A+11B=17
　　所以B只能是1，而A是2。和为3。
　　：和是3。
　　3．某单位的职工到郊外植树，其中有男职工，也有女职工，并且有1/3的职工各带一个孩子参加。男职工每人种13棵树，女职工每人种10棵树，每个孩子种6棵树，他们一共种了216棵树。那么其中有多少名男职工？
　　解：设有男职工X人，女职工Y人。
　　13X+10Y+6×（X+Y）/3=216
　　即 15X+12Y=216，化简得5X+4Y=72。
　　因为4可以整除4Y和72，所以5X也可以被4整除。
　　设X=4Z，方程变为20Z+4Y=72，化简为5Z+Y=18。
　　所以有下列几组解：Z=1,Y=13;Z=2,Y=8;Z=3,Y=3。
　　即X=4，Y=13;X=8,Y=8;X=12,Y=3。
　　由于X+Y必然要是3的倍数，所以X=12,Y=3。
　　：有12名男职工。
　　一、 教学内容：
　　本讲讲解二元、三元一次方程组的代入和加减消元法，以及各种可通过列方程和方程组解的应用题，求解时要恰当的选取未知数，以便于将已知条件转化为方程。
　　解二元一次方程组的过程，就是“消元”的过程。消元的方法有两种：
　　最常用也最普遍的是：代入消元法，也就是从一个方程中得出用其中一个未知数表示另一个未知数的式子，然后代入另一个方程中，以变成一元一次方程，之后就好求解了；
　　另一种方法是：加减消元法，就是通过把两个方程变化成某一个未知数的系数正好相等（相反），然后两式相减（加），就可以消去一个未知数，变成一元一次了。
　　举例：解方程组3x+4y=11；2x+5y=12。
　　代入消元法：通过第一个式子得到y=（11-3x）/4，代入第二个中2x+5×（11-3x）/4=12。解得x=1。代入其中一个式子即得y=2。
　　加减消元法：第一个式子乘以2变成6x+8y=22，第二个式子乘以3变成6x+15y=36。两式相减就是7y=36-22=14，y=2，代入其中一个式子即得x=1。
　　解方程和方程组的方法就是以上两种，其中以代入消元法为推荐；还应该根据具体的数字情况采取稍微简单一些的方法，便于计算，其实和以上方法没有本质区别。
　　所谓方程的思想，也就是把未知的东西看成已知的，根据等量关系列出等式。
　　二、例题（见下页）
　　[例1]　某校六年级一班的男生占全班人数的70%，六年级二班的男生比一班少2名，而女生人数为一班的2倍，还知道若两班合在一起，则男生所占比例为60%，那么二班有多少名女学生？
　　[分析]看起来条件很分散，但是如果仔细分析之后就会看出如果我知道了六年级一班的总人数，那么两班的男女生人数就都知道了。也就是说设一班人数是x后，就可以用x表示出所有还不知道的量，最后利用60%的那个条件就列出方程了。
　　解：
　　设六年级一班有x人。所以一班有男生07x人，女生03x人。
　　二班男生有07x-2人，女生06x人，共13x-2人。
　　方程如下：07x +（ 07x - 2 ）= 60%×[ x + （13x - 2 ）]
　　解得：x =　　 。
　　06x=　　人。
　　：二班有女生24人。
　　[评注]
　　1．往往解题的过程是先用一个量试着表示出所有不知道的量，最后列出方程就好了；如果不能一个量完成，就用两个量来表示，列出二元一次方程组。
　　2．往往我们会在众多的条件中找出最重要的列出方程，其它简单的条件用来设未知数时表示量所用。
　　[例2]　某工人生产一批玩具，如果他每天比正常的工作量少生产4个，同时玩具总数减少48个，那么需要31天完成；如果他每天超额生产4个，且玩具总数增加48个，那么经过23天即可完成。问：正常的工作量是每天生产多少个玩具？
　　[分析]这是一个盈亏问题，本来可以通过假设法解决，但是既然学过方程，用方程当然更好，列方程十分容易，只是要熟练解方程的方法。
　　解：设正常的工作量是每天x个，玩具总数y个。
　　方程如下：y-48=（x-4）×31；y + 48=（x + 4）×23。
　　两式可化为：31x-y=76；y-23x =44。
　　两式相加得31x-23x=8x=120，x =　　 。
　　代入方程中，得到y=　　 。
　　：正常的工作量是每天生产15个玩具。
　　[评注]请大家自己用代入消元法解以上方程组，熟悉本讲的重要方法。
　　[例3]　甲乙两个数，甲数除以乙数商2余17。乙数的10倍除以甲数商3余45。求甲、乙二数。
　　[分析]可以选取二元一次方程租来做，那就是设甲数x，乙数y，然后根据所谓带余除法的知识列出方程：x=2y+17；10y=3x+45。但是也可以只列出一元一次的方程， 那就是利用一个条件设未知数，另一个用来列方程。
　　解：设乙数是x，那么甲数就是2x+17。
　　于是10x = 3（2x+17）+45，
　　x = 　　。
　　2x+17= 　　。
　　：甲数是65，乙数是24。
　　[评注]能尽量减少未知数的个数就想办法减少一点。
　　[例4]　瓶子里装有浓度为15%的酒精1000克。现在又分别倒入100克和400克的A、B两种酒精，瓶子里的酒精浓度变为14%。已知A种酒精浓度是B种酒精的2倍，求A种酒精的浓度。
　　[分析]当然是设出浓度，然后按照混合的题意列出方程来，求解就好了。
　　解：设A种酒精的浓度x%。
　　所以14%=（1000×15% +100×x% +400×x%/2）/（1000+100+400）
　　得到14%=（150+x+ 2x）/1500，x = 　　。
　　：A种酒精的浓度是20%。
　　[评注]混合浓度的问题要搞得清楚明白，混合浓度=总酒精质量/溶液总质量。
　　[例5]　一条路从甲地到乙地是下坡，从乙地到丙地是平路，一人骑车以每小时12千米的速度下坡，而以每小时9千米的速度通过平路到达丙地，共用了55分钟；回来时以每小时8千米的速度行至乙地，又以每小时4千米的速度行到甲地，共用了15小时，问从甲地到丙地共有多少千米？
　　[分析]两个过程、两个方程，一切迎刃而解。做这种题目时要有整体观念，先考虑几个未知数，几个方程，从整体上把握题目。
　　解：设从甲地到乙地为x千米，从乙地到丙地为y千米。
　　方程如下：x/12 +y/9=55/60 ① 　　　y/8 +x/4=15 ②
　　去分母：① 乘以36得：3x+4y=33 ③
　　② 乘以8得：y+2x=12　　④
　　 由 ④ y=12-2x；
　　代入 ③ 3x+4（12-2x）=33，x= 　　。y=12 -2x= 　　。
　　x + y=　　 。
　　：甲地到丙地共有9千米。
　　[评注]整体把握题目，学好方程方法，这是非常重要而且实用的数学工具。
　　[例6]　有甲、乙两个桶，甲桶里装了一些水，乙桶里装了一种纯农药，按下面的方法来调配农药溶液；
　　第一次甲桶倒进乙桶里的水的数量与原来乙桶中农药数量相同，调匀；
　　第二次把乙桶里的农药溶液倒进甲桶里，倒回的数量与甲桶里剩下的水的数量相同，调匀；
　　第三次再把甲桶中的农药溶液倒回乙桶，数量与此时乙桶中的溶液数量相同，这时两个桶中的农药溶液数量相同。请你算一算：
　　① 开始时水与纯农药的比。
　　② 最后在甲桶里的水与纯农药的比。
　　③ 最后在乙桶里的水与纯农药的比。[视频课程集锦：http://zkikaoticn/shop/zxxhtm]
　　[分析]其实就是设最先的量，按照这个过程列出方程，最后求解比例即可。
　　解：设甲桶里原有x千克水，乙桶里有y千克纯农药，每次推动后，甲、乙两桶中溶液的总量变化如下：
　　第一次：甲桶剩x-y千克；乙桶有2y千克。
　　第二次: 甲桶有2（x-y）千克；乙桶剩2y-（x-y）=3y -x千克。
　　第三次：甲桶剩2（x-y）-（3y - x）= 3x-5y千克；乙桶有2（3y-x）千克。
　　① 由于第三次倒完后两桶中液体数量相同，所以3x-5y=2（3y - x），得到5x=11y。x : y=　　。
　　② 第一次操作后甲桶中的x-y千克都是水。由乙桶倒入的x-y千克溶液中一半是水，一半是纯农药，故甲桶中最后水与纯农药的比是 。
　　③ 第二次操作后乙桶里有溶液3y-x千克，其中一半是水，一半是纯农药。在后来从甲桶中倒入的3y - x千克液体中，有3/4是水，1/4是农药，故乙桶最后含水量与纯农药的比是：（1/2+3/4）/（1/2+1/4）= 　　。
　　：① 开始时水与纯农药的比11：5。
　　② 最后在甲桶里的水与纯农药的比3：1。
　　③ 最后在乙桶里的水与纯农药的比5：3。
　　[评注]一个方程、两个未知数，不能完全求出未知数，只能求出比例。
　　[例7]　幼儿园有3个班，甲班比乙班多4个，乙班比丙班多4人。老师给小孩分枣。甲班每个小孩比乙班每个小孩少分3个枣；乙班每个小孩比丙班每个小孩少分5个枣。结果甲班比乙班总共多分了3个枣，乙班比丙班总共多分了5个枣。问3个班总共分了多少枣？
　　[分析]也是两个量不知道：各班人数和各班分枣的个数；也是两个方程：甲班比乙班总共多分了3个枣，乙班比丙班总共多分了5个枣。
　　解：
　　设丙班人数x，乙班x+4人，甲班x+8人。丙班每位小孩分到y个枣，乙班每位分到y-5个枣，甲班每位分到y -8个枣。
　　方程如下：（x + 8）（y-8）=（x + 4） （ y - 5） +3；（x + 4） （y - 5）= xy + 5。
　　可以化成：xy+8y- 8x-64 = xy+4y-5x-20 + 3；xy + 4y- 5x-20 =xy +5。 　　
　　两式相减得到2x = 47-25=22，x =　　 。y = （47+33）/4=　　 。
　　所以，3个班总共可分到枣19×12+15×15+11×20=673个。
　　：3个班总共分了673个枣。
　　[评注]这道题比较难，解方程对大家来说也麻烦了一些。
　　[例8]　有甲、乙、丙、丁4人，每三个人的平均年龄加上余下一人的年龄分别是29，23，21和17。这4人中最大年龄与最小年龄的差是多少？
　　[分析]这道题非常难，因为有4个未知数，4个方程，大家不好算。
　　解：设这四个人的年龄是a，b，c，d。则方程如下：
　　（a+b+c）/3 + d = 29；（a+b+d） /3 + c = 23；（a + c + d）/3 + b =21；（b +c+ d）/3+ a=17。
　　这是个对称式，解决的简单方法就是把这四个式子全部加起来，得到：
　　（a+b+c）/3 +d+（a+b+d） /3 +c+（a + c + d）/3 +b+ （b+c+d）/3+a =29+23+21+17。
　　即：2（a+b+c+d）=90，得a+b+c+d= 。
　　a+b+c=45 - d，代入以上的第一个方程：（45-d）/3+d=29，即d=21。
　　同理：c=12，b=9，a=3。
　　21-3= 　　。
　　：这4人中最大年龄与最小年龄的差是18。
　　[评注]学习对称式的基本方法。
　　总结：
　　本讲讲解二元、三元一次方程组的代入和加减消元法，以及各种可通过列方程和方程组解的应用题，求解时要恰当的选取未知数，以便于将已知条件转化为方程。所谓方程的思想，也就是把未知的东西看成已知的，根据等量关系列出等式。
　　作业：
　　除了讲课过程中留给大家的自己思考的问题，下面再给大家留几道练习题目：
　　1．一个分数，分子与分母和是122，如果分子、分母都减去19，得到的分数等于1/5。那么原来的分数是多少？
　　解：设分子是x，分母是122-x。
　　5（x-19）=122-x-19
　　x=33。
　　122-33=89。 　　
　　：原来的分数是33/89。
　　2．A种酒精中纯酒精的含量为40%，B种酒精中纯酒精的含量为36%，C种酒精中纯酒精的含量为35%，它们混合在一起得到了纯酒精含量为385%的酒精11升，其中B种酒精比C种酒精多3升。那么其中的A种酒精有多少升？
　　解：设C种酒精有x升，B种酒精有x+3升，A种酒精有8-2x升
　　385%=[40%（8-2x）+36%（x+3）+35%x]/11
　　x=05升。8-2x=7。
　　：其中的A种酒精有7升。
　　3．购买10种货物：A1，A2，…，A10。如果在这10种中购买的件数依次是1，3，4，5，6，7，8，9，10，11件，共需人民币1992元；如果购买的件数依次是1，5，7，9，11，13，15，17，19，21件，共需人民币3000元。那么在这10种货物中各买一件时，共需人民币多少元？
　　解：由条件得到在这10种中买2，6，8，10，12，14，16，18，20，22件，共需1992×2=3984元。买1，5，7，9，11，13，15，17，19，21件，共需3000元。
　　所以各买一件，共需人民币3984-3000=984元。
　　：共需人民币984元。
　　一、教学内容：
　　本讲将要介绍几何图形的设计与构造，涉及比例与整数分解，需要添加辅助线、寻找规律或利用对称性解的较为复杂的直线形和圆的周长与面积计算问题。
　　本讲设计的知识主要是面积的比例关系：
　　三角形面积=底×高/2，平行四边形面积=底×高。
　　①同底等高的三角形（平行四边形）面积相等。
　　②同（等）底的三角形（平行四边形）面积之比等于高的比。
　　③同（等）高的三角形（平行四边形）面积之比等于底的比。
　　④三角形（平行四边形）底的比乘以高的比等于面积之比。
　　同样的，如果知道了面积和高（或底）的比，也就可以求出底（或高）的比。
　　二、例题（见下页）
　　[例1]　A、B两个村子，中间隔了一条小河（如下图），现在要在小河上架一座小木桥，使它垂直于河岸。请你在河的两岸选择合适的架桥地点，使A、B两个村子之间路程最短。

　　[分析]由于桥垂直于河岸，所以最短路线必然是折线，直接作很困难，于是想到要把折线化为直线。桥的长度是一定的。因此，设桥靠A的端点是E，靠B的端点是F，于是只要AE+BF最短就可以了。从A点作河岸的垂线，并在垂线上取AC=河宽，就相当于把河宽预先扣除，找出>B和C>之间的最短路线，问题就解决了。
　　解：如上图，过A点作河岸的垂线，在垂线上截取AC的长为河宽，连结BC交河岸于F点，作FE垂直于河岸，交对岸于E点，F、E两点就是使两村行程最短的架桥地点，即两村的最短路线是AE+EF+FB。
　　[评注] 化新为旧：把折线的最短距离问题变成直线的最短路线问题，同学们好好体会一下。
　　[例2]　在图中，一个圆的圆心是O，半径r=9厘米，∠1=∠2=15°。那么扇形BOC的面积是多少平方厘米？（ 取314）
[image: image1.png]



　　[分析]扇形面积公式：设半径是r，扇形中心角为[image: image2.png]


°，则面积是[image: image3.png]


/360×[image: image4.png]™2



。这道题里半径已知，中心角∠BOC不知道，所以我们就在等腰三角形AOB和AOC中做文章，求出∠BOC就好办了。
　　解：　　
　　∵∠ABO=∠ACO=∠1=∠2=15°
　　∴∠AOB=∠AOC=________________。
　　∴∠BOC=_______________________。
　　∴扇形BOC面积是_______________________平方厘米。
　　[评注]牢记公式，三角形中的基本平面几何知识也要熟练。
　　[例3]　如图，长方形的面积是小于100的整数，它的内部有三个边长是整数的正方形，①正方形的边长是长方形长的5/12，②正方形的边长是长方形宽的 1/8。那么，图中阴影部分的面积是多少？
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　　[分析]由于内部的正方形边长都是整数，所以长方形长与宽都是整数。那么题目里的条件就都是整数间的关系，就应该利用不定方程的知识了。设未知数的方法很重要，根据题目的条件知：①正方形的边长是5的倍数，长方形长是12的倍数；长方形的宽是8的倍数。
　　解：设①正方形的边长是5X，长方形长是12Y；长方形的宽是8Z，于是②正方形的边长是Z。
　　方程如下：
　　5X=12Y×5/12=5Y，得出X=Y。
　　根据另一个也是正方形，所以12X-5X=8Z-Z，于是7X=7Z，即X=Z。
　　所以长方形面积是12X×8X=96 <100。
　　最后得到X=____。
　　长方形长是____，宽是____，
　　①正方形的边长是____，②正方形的边长____，另一个正方形边长是____。
　　阴影部分面积是_________________________。
　　：阴影部分面积是____。
　　[评注]注意综合利用整数的性质，题目中有“整数”的字样。注意设未知数的技巧。
　　[例4]　已知如图，一个六边形的6个内角都是120°，其连续四边的长依次是1，9，9，5厘米。求这个六边形的周长。
　　[分析]
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　　首先分析出AF=1，AB=BC=9，CD=5。如图，依照平行和垂直关系作出辅助线如上图。
　　过D作EF的平行线DJ交AB于J，平移DE到FG处；
　　过B作BH垂直EF，
　　过A作AH垂直BH，交BH于H点，交FG于I；过F作FK交AH于K点；
　　连接CE。
　　由于六边形的6个内角都是120度，所以本题的图形有着一定的对称性，再利用平行四边形对边相等的性质，就好做了。
　　另外一个性质要利用：有一个角是30°的直角三角形中斜边是最短边的2倍。（你会证明吗？）
　　解：
　　作辅助线（见以上分析）
　　①图中DE=FG=FI+IG=FA+AJ=FA+AB-BJ=FA+AB-CD=1+9-5=5（三角形AFI是等边三角形，四边形AJGI是平行四边形,，四边形BCDJ是等腰梯形）。
　　②EF=CB+HK=CB+AH-AK=CB+BA/2-AF/2=9+9/2-1/2=13。
　　周长是__________________________（厘米）。
　　[评注]注意辅助线的运用，典型图形知识（直角三角形、等边三角形）的利用。
　　[例5]　如图，三角形ABC中，DC=3BD，DE=EA。若三角形ABC的面积是1，则阴影部分的面积是多少？
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　　[分析]为了好好利用题目中的比例关系，我们连接FD。具体解如下：
　　解：①由于DC=3BD，所以△CDF的面积=△BDF面积的3倍；△ACD的面积=△ABD面积的3倍，于是△ABD面积=_____，△ACD的面积=_____。
　　②由于AE=ED，所以△DEF和△AEF面积相等，△DEC和△AEC的面积相等=_____。
　　③于是△CDF和△CAF面积相等。
　　④综合①和③，△ABC的面积等于△BDF的___________倍。
　　于是△BDF的面积是_____，△CDF的面积=_____，△DEF面积=△AEF面积=______________。
　　阴影部分面积是______________。
　　：阴影部分面积是_____。
　　[评注]充分理解面积的比例关系，这道题也就利用了这点知识，希望大家好好深入掌握。
　　[例6]　我们知道，很多自然数可以表示成两个不同的质数的和。例如8=3+5。那么在写成两个不同质数之和恰有两种表示方法（加数不计顺序）的自然数中，最小的是多少？
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　　[分析]我们可以把△ADE，△CDE和正方形ABCD面积设为未知数，求出△BDE的面积，列出方程，之后就好做了。
　　解：设△ADE的面积是2x，△CDE的面积是3 x，正方形ABCD面积是8 x。
　　①△ABD和△BCD的面积相等为4x。
　　②△CDE的面积 = △ABD和△ADE面积之和（为什么？请大家自己说明），为_____________________。
　　③△BDE面积= △BCD和△CDE面积之和-△CDE的面积 =_________________。
　　④所以总面积是______________________平方厘米。
　　：四边形ABCE的面积是_____平方厘米。
　　[评注]注意设未知数的方法，创造数量关系来列方程。
　　[例7]　一个长方形长与宽的比是14：5，如果长减少13厘米，宽增加13厘米，则面积增加182平方厘米，那么原长方形的面积是多少？
　　[分析]由两种方法：一种是单纯的方程方法；一种是利用图形来计算。
　　解一：设长方形长是14x，宽是5x。
　　列方程如下：
　　（14 x -13）×（5 x +13）=14x×5x+182。
　　得到：70x×x-107 x -169=70x×x+182。
　　即： 117 x =351，
　　x =____。
　　解二：
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　　如上图，原长方形为ADGC，后来的长方形为ABJH。长方形BCGF和DFJH完全一样（DH=EI=FJ=FG=BC=13厘米），所以阴影部分面积是182平方厘米， EF=IJ=_________________厘米，EG=EF+FG=_________________厘米。
　　因为AC和AD（=DE）的比是14：5，于是DE和EG的比是_________________。
　　所以DE=_________________厘米（宽），AC=_________________厘米（长）。
　　原长方形面积是_________________平方厘米。
　　：原长方形面积是______平方厘米。
　　[评注]学会多种解法，不可浅尝辄止。
　　[例8]　将图1中的三角形纸片沿虚线折叠得到图2，其中的粗实线图形面积与原三角形面积之比为2：3。已知图2中三个画阴影的三角形面积之和为1，那么重叠部分的面积是多少？
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　　[分析]我们要注意折叠的条件能得出什么结论来。那就是：折过去的那一部分现在和原来是全等的（一模一样）,就是三角形ABC和三角形ＡCD。具体解题过程如下：
　　解：
　　设重叠部分是x，所以图2中的粗实线图形面积是1+x。
　　而原三角形面积是1+x+x=1+2x=（1+x）/23。
　　解方程：x=___。
　　：重叠部分面积是___。
　　[评注]图形问题里经常要列方程来解题，方程只是解题工具，不是只用在应用题和一些数字问题上面的。
　　总结：
　　本讲将要介绍几何图形的设计与构造，涉及比例与整数分解，需要添加辅助线、寻找规律或利用对称性解的较为复杂的直线形和圆的周长与面积计算问题。
　　本讲设计的知识主要是面积的比例关系，可能还要综合利用其他知识，特别是方程的知识。
　　作业：
　　除了讲课过程中留给大家的自己思考的问题，下面再给大家留几道练习题目：
　　1．P是三角形ABC内一点，DE平行于AB，FG平行于BC，HI平行于CA，四边形AIPD的面积是12，四边形PGCH的面积是15，四边形BEPF的面积是20。那么三角形ABC的面积是多少？（较难）
[image: image11.png]



　　解：：∵AD:CG=四边形AIPD的面积：四边形PGCH的面积=12：15=4：5。且AD:CG=IP:PH=IF:FB=△IPF面积：△BFP的面积，又△BFP的面积=四边形BEPF的面积/2=10。
　　∴△IPF面积=8。
　　同样的推理知道：△DPG面积=45。△PEH面积=125。
　　于是，三角形ABC的面积是12+15+20+125+45+8=72。
　　：三角形ABC的面积是72。
　　2．10个一样大的圆摆成如图所示的形状。过图中所示的两个圆心A，B作直线，那么直线右上方圆内图形面积总和与直线左下侧圆内图形面积总和之比是多少？
[image: image12.png]



　　解：很容易看出来，右上方相当于有4个圆，所以左下侧相当于有6个圆。于是所求比例是2：3。 　　
　　：所求比例是2:3。
　　3．图中是由正方形和半圆形组成的图形。其中P点为半圆周的中点，Q点为正方形一边的中点。已知正方形的边长为10，那么阴影部分的面积是多少？（圆周率取314）
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　　解：连接DP和PC。
　　△ADP面积=10×5/2=25,△PCQ=5×5/2=125。
　　阴影部分余下的面积=半圆DPC的面积-△DPC的面积=[image: image14.png]


×5×5/2-10×5/2=1425。
　　所以阴影部分面积是25+125+1425=5175。
　　：阴影部分面积是5175。
　　[教学内容]
　　在前面讲过的内容的基础上，接触一些各种各样的最值问题。
　　[教学目的]
　　了解几种常见的最值问题的题型，掌握这些题型的解题思路和技巧。
　　[教学安排]
　　讲授8道典型例题，并布置课后作业题三道。
　　[知识点]
　　1．和为定值的两数的乘积随着两数之差的增大而减小。
　　2．数的整除性、奇偶性、分解质因数等等。
　　3．常用的方法：
　　¨排序法、局部调整法、枚举法、不完全归纳法等等。
　　[例1]　有3条线段a， b， c，线段a长212米，线段b长271米，线段c长353米。用这3条线段中的一条做高，另外两条做上底和下底，形成如下3个梯形：
　　（1）a做高（2）b做高（3）c做高。问几梯形面积最大？几梯形面积最小？
　　[分析/解]梯形的面积=（上底 + 下底）× 高 ÷ 2
　　　　　　　A　　　　　　　　　　 B
　　注意到A + B = a + b + c是一个定值，所以当A和B的差越小的时候乘积越大，而差越大的时候乘积越小。显然，B最大的时候，A和B的差最小；B最小的时候，A和B的差最大。
　　因此，B取最大值，即B =c的时候，也就是c做高的时候，面积最大；
　　B取最小值，即B = a的时候，也就是a做高的时候，面积最小。
　　[评注] 同学们要牢记住“和为定值的两数的乘积随着两数之差的增大而减小”的规律。
　　[例2]　有4袋糖块，其中任意3袋的总和都超过60块，那么这四袋糖的总和最少有多少块？
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　　[分析/解]好多同学都很快给出了20+20+21+21=82块糖的案。非常好！但是你们能说明为什么不会比82块少吗？也就是说为什么82是最小值呢？
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　　如上图，我们把四袋糖按从小到大的顺序排列好，A￡B￡C￡D，按照已知条件，A+B+C的最小值为61。从而可以知道C至少不会小于21，否则3个小于21的数不可能和为61。又因为D不小于C，所以D也不小于21，D的最小值也是21。所以A+B+C+D的和的最小值为61+21=82。
　　很容易给出一种总数为82的分法，如前：20+20+21+21=82，满足题意的要求。
　　所以四袋糖总和最少有82块。
　　[评注]排序法是很重要的方法。
　　[例3]　用1、3、5、7、9这5个数组成一个三位数ABC和一个两位数DE；再用0、2、4、6、8这5个数组成一个三位数FGH和一个两位数IJ。求算式ABC×DE - FGH×IJ的计算结果的最大值。
　　[分析]显然，让ABC×DE取最大值，FGH×IJ取最小值即可。
　　ABC×DE=（100A+10B+C）×（10D+E）
　　= 1000AD+100（BD+AE）+10（BE+CD）+CE
　　取D=9, A=7=1000×63+100（9×B+7×E）+10（BE+9C）+CE
　　取B=5, E=3=1000×63+100（9×5+7×3）+10（5×3+9C）+3C
　　取C=1, =1000×63 +100（9×5+783）+10（5×3+9）+3
　　= 69843
　　类似的，再让FGH×IJ取最小值：
　　FGH×IJ=（100F+10G+H）×（10I+J）
　　=1000FI+100（GI+FJ）+10（GJ+HI）+HJ
　　取I=2, F=4 =1000×8 +100（2×G+4×J）+10（GI+2H）+HJ
　　取G=6, J=0 = 1000×8 +100（2×6+4×0）+10（6×0+2×H）+H×0
　　取H=8, =1000×8 +100（2×6+4×0）+10（6×0+2×8）+8×0
　　= 9360
　　69843 - 9360 = 60483
　　所以本题案是60483。
　　[评注]本题运用了多位数字母表示的常用分析方法。
　　[例4]　有一类自然数，它们的15倍减1能被1999整除。求这类数中最小的数。
　　[分析/解]设原数为A，A的15倍减1再除以1999的结果为B，那么B为整数；而且易知A越大B越大，A越小B越小。
　　所以：15A =1999B + 1
　　也就是说：15 | 1999B + 1
　　即： 5 | 1999B + 1，且3 | 1999B +1。
　　写成：5 | 1999b + 2000，其中B = b + 1，因为（5，1999）=1，所以：b =5k；
　　即： 5 | 1999×5k + 2000；
　　那么：3 | 1999×5k + 2000；因为2000≡2（mod 3），所以1999×5k≡1（mod 3）；
　　因为1999≡1（mod 3），5≡2（mod 3），所以1999×5≡2（mod 3）；
　　那么k最小取2的时候，有1999×5k≡2×2≡1（mod 3）。
　　此时15A = 1999×5×2 +2000 = 21990，所以A的最小值为：21990÷15 =1466。
　　作辅助线（见以上分析）
　　①图中DE=FG=FI+IG=FA+AJ=FA+AB-BJ=FA+AB-CD=1+9-5=5（三角形AFI是等边三角形，四边形AJGI是平行四边形,，四边形BCDJ是等腰梯形）。
　　②EF=CB+HK=CB+AH-AK=CB+BA/2-AF/2=9+9/2-1/2=13。
　　周长是__________________________（厘米）。
　　[评注]本题的技巧在于要求A最小，但不从A直接出发考虑，而从B最小开始考虑。
　　[例5]　把14分成几个自然数的和，再求出这些数的乘积，要使得乘积尽可能大，问这个最大乘积是多少？
　　[分析/解]表示成几个最接近的数时，乘积会尽可能大。关键是不知道要分成几个数。
　　进行试验：
　　0+0+0+… 　　0×0×0×…=0 　　很不划算；
　　1+1+1+…　　 1×1×…×a=a　　 不划算；
　　2+2+2=6　　　2×2×2=8 　　　　比较划算；
　　3+3=6　　　　3×3=9 　　　　　 很划算；
　　3+3+3+3=12 　3×3×3×3=81
　　4+4+4=12 　　4×4×4=64 　　　不是很划算；
　　4+4+4+4+4=20 4×4×4×4×4=1024
　　5+5+5+5=20 　5×5×5×5=625 　　不划算；
　　… … …
　　看出3最划算，2次之，其余都不划算。因此优先分解成3，不够3的分解成2，但是要注意，一定不要出现3和2以外的数。
　　因此：14=3+3+3+3+2。
　　3×3×3×3×2=162
　　这个最大的乘积是162。
　　[评注]本题的结论应当记住，在以后的学习中还会用到。
　　[例6]　将1，2，3，…，49，50任意分成10组，每组5个数。在每一组里，数值居中的那个数称为“中位数”。求这10个中位数之和的最大值与最小值。
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　　[分析/解]先讨论最小值。
　　将这10个中位数按从小大的顺序排列：a1<a2<a3<…<a9<a10
　　那么最小的a1至少要大于2个数，因此最小值是3；
　　第二小的a2至少要大于2+3=5个数，因此最小值是6；
　　第三小的a3至少要大于2+3+3=8个数，因此最小值是9；
　　……
　　最大的a10至少要大于2+3′9=29个数，因此最小值是30；
　　因此10个中位数之和最小的可能是：3+6+9+…+30=165；
　　构造如下的分组方法：
　　（1，2，3，, ）；（4，5，6，, ）;（7，8，9，, ）；（10，11，12，, ）；
　　… … … …
　　（25，26，27，, ）;（28，29，30，，）。
　　因此10个中位数之和的最小值确实为165。
　　非常类似地，可以求出10个中位数之和的最大值为：48+45+42+…+21 = 345。
　　（请同学们仿照上面给出证明过程，并构造出对应的分组方案。）
　　[评注]我们再一次看到了排序法的妙用。
　　[例7]　有13个不同的自然数，它们的和是100，问其中偶数最多有多少个？最少有多少个？
　　[分析]由于奇数个奇数的和必然是奇数，而又知道总和为100，所以知道奇数的个数一定为偶数个。
　　那么偶数最少的可能是1个，那么有12个奇数：
　　12个最小的奇数之和为：1+3+5+7+…+23 = 144，已经超过了100，不可能；
　　那么最小的可能变成了3个，那么有10个奇数：
　　10个最小的奇数之和为：1+3+5+…+19=100，已经等于100了，不可能；
　　那么最小的可能变成了5个，那么有8个奇数：
　　8个最小的奇数之和为：1+3+5+…+15=64，小于100，有可能。
　　100-64=32=0+2+4+6+20。
　　所以最少有5个偶数。
　　类似的，偶数最多的可能是11个，那么有2个奇数：
　　11个最小的偶数之和：0+2+4+…+20=110，已经超过了100，不可能；
　　于是偶数最多的可能变成了9个，那么有4个奇数：
　　9个最小的偶数之和：0+2+4+…+16=72，小于100，有可能。
　　100-72=28=1+3+5+19。
　　所以最多有9个偶数。
　　[评注]枚举法有时也是必要的。
　　[例8]　一种小型天平备有1克、3克、5克、7克、9克的5种砝码。为了能称出1克到91克之间的任意整数克重量，最少需要准备多少克砝码？（只允许在天平的一端放砝码）
　　[分析]为了称出：1克、2克， 最少准备：1克砝码 2个；
　　为了称出：3克～5克， 最少再准备：3克砝码 1个；
　　为了称出：6克～10克， 最少再准备：5克砝码 1个；
　　（91 - 10）÷9=9 再准备9克砝码9个；
　　首先，1～91之间任意一个整数都可以写成若干个9（不超过9个）加上一个1～10之间的数，因此这些重量用以上砝码均可以表示出。
　　其次，每一步选取的砝码都是保证最少的，因此总数也是最少的。
　　[评注]选择一个合适的顺序，从小到大枚举。如果从大到小，问题就会变得容易混淆。
　　结束语：
　　通过本讲的学习，我们对各种最值问题有了一定程度的了解和认识。希望同学们课下注意复习和总结，掌握好这几种常见题型的解法。
　　作业：
　　1　将6,7,8,9,10按任意次序写在一个圆周上，每相邻两数相乘，并将所得的5个乘积相加，那么所得和数的最小值多少？
　　解：
　　先把8, 9, 10任意的填写在圆周上，发现什么顺序的排列实质都是相同的，即通过旋转和翻转都可以重合。那么下面填写6, 7，10是最大的，因此为了使每个乘积都尽量小，要把10和8, 9之间填上6或7，而9和10是最大的两个数，因此中间要填上最小的6，而10和8之间填7。
　　于是乘积和数的最小值为：
　　10×6+10×7+6×9+7×8+8×9=312。　　
　　2　一个两位数被它的各位数字之和去除，问余数最大是多少？
　　解：
　　除数等于两个数字之和，最大是9+9=18，余数最大的可能是17。
　　如果余数为17，那么除数一定为18，被除数只可能是99，经检验不成立；
　　如果余数为16，那么除数为18或17：
　　除数为18时，被除数只可能是99，经检验不成立；
　　除数为17时，被除数只可能是98或89，经检验均不成立；
　　如果余数为15，那么除数为18、17或16：
　　除数为18时，被除数只可能是99，经检验不成立；
　　除数为17时，被除数只可能是98或89，经检验均不成立；
　　除数为16时，被除数只可能是97、79或88，经检验：
　　79÷（7+9）= 4 ……15
　　所以余数最大是15。　　
　　3　10位小学生的平均身高是15米。其中有一些是低于15米的，他们的平均身高是12米；另一些高于15米的，他们的平均身高是17米。那么最多有多少位同学的身高恰好是15米？
　　解：
　　平均身高12米的同学平均每个人和总平均身高相比，少了03米；
　　平均身高17米的同学平均每个人和总平均身高相比，多了02米。
　　最后总平均身高仍然为15米，说明以上两者抵消，那么前者后者人数之比为2 : 3。
　　那么最少是前者2人，后者3人。那么身高15米的同学最多有10-2-3=5人。
　　[教学内容]
　　在复习上一讲讲过内容的基础上，接触一些难度较大的最值问题。
　　[教学目的]
　　复习几种常见的最值问题的题型，再接触几种新的最值问题的题型，并掌握这些题型的解题思路和技巧。
　　[教学安排]
　　讲授8道典型例题，并布置课后作业题二道。
　　[知识点]
　　1．和为定值的两数的乘积随着两数之差的增大而减小。
　　2．数的整除性、奇偶性、分解质因数等等。
　　3．常用的方法：
　　排序法、局部调整法、枚举法、不完全归纳法等等。
　　[例1]　把1、2、3、4…9这九个数字填入下面算式的九个方框中，每个数字只能用一次，使得三个三位数相乘的积最大。
　　□□□×□□□×□□□
　　[分析与解]为了使乘积尽可能大，那么使三个数都尽可能大，百位上一定填9、8、7，十位上一定填6、5、4，个位上一定填3、2、1，那么这三个数的和事实上已经确定了。
　　而几个数的和一定时，它们越接近乘积就越大。那么应该让最小的数尽可能的大，最大的尽可能小。最小的数一定是百位上是7的数，那么让它最大的话是763；最大的数一定是百位上是9的数，那么让它最小的话是941；那么另一个数就是852。
　　所以正确的填法应该是：941×852×763
　　[评注]分两步考虑：
　　先使三个数都尽可能大；
　　然后注意到此时三个数之和已确定，再使三个数尽量接近。
　　[例2]　ABCD表示一个四位数，EFG表示一个三位数，A、B、C、D、E、F、G代表1～9的不同的数字。已知：ABCD+EFG=1993，问乘积ABCD×EFG的最大值与最小值之差是多少？
　　[分析与解]
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　　两个数的和是定值，差越小乘积越大，因此应该令小数尽可能大。
　　首先可以知道A=1。
　　那么B最小是2（因为不能是0或1），那么E最大是7。此时，只可能是D+G=13，C+F=8。那么C最小是3，则F最大是5；G最大是9，此时D=4。无矛盾。因此EFG=759时，乘积最大。
　　类似地，EFG=234时，ABCD=1759时，此时乘积最小。
　　ABCD×EFG = （1993-EFG）×EFG = 1993×EFG - EFG×EFG
　　所以题目要求的差为：
　　（1993×759 - 759×759） - （1993×234 - 234×234）
　　=1993×（759 - 234） -（7592 - 2342）
　　=1993×（759 - 234） – （759+234）×（759 - 234）
　　=1993×525 - 993×525
　　=（1993 - 993）×525
　　=525000
　　[评注]注意最后的计算方法，不要着急进行盲目的计算，先观察，看有没有简便的计算方法。
　　[例3]　如果自然数n有60个约数，那么n的最小值是多少？
　　[分析与解]　我们以前讲过求一个数约数个数的方法。例如：360 = 23×32×5。
　　那么360约数的个数为：（3+1）×（2+1）×（1+1） = 24。
　　那么60 = 60 = 30×2 = 20×3 = 15×4 = 12×5 = 10×6
　　= 15×2×2 = 10×3×2 = 6×5×2 = 5×4×3
　　= 5×3×2×2
　　每种情况对应的最小的n分别是：
　　259，229×3，219×32，214×33，211×34，29×35，214×3×5，29×32×5，25×34×5，
　　24×33×52，24×32×5×7。
　　这其中，以24×32×5×7 =5040为最小。
　　于是，n的最小值为5040。
　　[评注]本题应用了穷举法解题。
　　[例4]　由3个非零数字组成的三位数与这三个数字之和的商记为K，如果K是整数，那么K的最大值是多少？
　　[分析与解]
　　设这个三位数用abc表示，那么K＝[image: image19.png]1002 +100 + ¢
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　　如果没有非零数字的限制，当b=c=0时，K有最大值100。那么猜想b=c=1时，K有最大值。尝试911，711，511，311，111发现711?（7+1+1）=79，是结果中最大的整数。
　　那么如果能够证明不满足b=c=1时，K<79的话，就可以证明79就是所求案。
　　当b，c不全部为1时：
　　如果要证明：K =[image: image20.png]1002 +100 + ¢

a+h+c



<79　　　　　　　　　（1）[视频课程集锦：http://zkikaoticn/shop/zxxhtm]
　　只需证明： 100a+10b+c<79a+79b+79c　　　　　　　　　 （2）
　　那么需要证明： 21a<69b+78c 　　　　　　　　　　　　 （3）
　　而我们知道： 21a < 21×9 = 189
　　69b+78c >69×2+78×1 =216
　　所以，当b，c不全部为1时，（3）式成立，从（3）式到（1）式，步步可逆，倒退 回去，有（1）式成立。
　　综上，当b，c不全为1时，K<79；当b，c全部为1时，K最大是79。所以K的最大值是79。
　　[评注]本题采用了分情况讨论和逆推法来证明K＝79时题目要求的最大值。
　　[例5]　用0、1、2、… 8、9这十个数字组成五个两位数，每个数字只用一次，要求它们的和是一个奇数，并且尽可能的大，那么这五个两位数的和是多少？
　　[分析与解]首先我们考虑：[image: image21.png]


；而：[image: image22.png]


。
　　依次考虑最小的2个不同的偶数做分母的可能：
　　6 = 2 + 4 ：[image: image23.png]| =
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，所以也不符合要求；10 = 2 + 8 = 4 + 6 ：[image: image26.png]| =
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，也不符合要求；12 = 2 + 10 = 4 + 8：[image: image28.png]
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，也不符合要求；
　　14 = 2 + 12 = 4 + 10 = 6 + 8：[image: image30.png]


，不符合要求；[image: image31.png]
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，也不符合要求；
　　16 = 2 + 14 = 4 + 12 = 6 + 10：[image: image33.png]


，[image: image34.png]


，而 ，所以也不符合要求；[image: image35.png]


，也不符合要求；[image: image36.png]


，而[image: image37.png]


，所以符合要求；[视频课程集锦：http://zkikaoticn/shop/zxxhtm]
　　所以满足题意要求的最小的两个偶数之和为：6 + 10 = 16。
　　[评注]本题又用到了枚举法。还用到了一点奇偶性的知识。
　　[例6]　在如图的2?8的方格之中，第一行的8个方格内依次写着1、2、3、4、5、6、7、8。如果再把1、2、3、4、5、6、7、8按适当顺序填入第二行的8个方格内，使得每列两数之差（大减小）的8个差数两两不同，那么第二行所显示八位数的最大可能值是多少？ 

	　　1 
	　　2 
	　　3 
	　　4 
	　　5 
	　　6 
	　　7 
	　　8 

	　　 
	　　 
	　　 
	　　 
	　　 
	　　 
	　　 
	　　 


　　[分析与解]1～8分别和1～8做差，只可能产生0～7这8个差，所以可知8列的差必然分别是0～7。（注意：必须有零！）
　　第二行前三位最大的可能是8、7、6，那么3个差分别是7、5、3，也就是剩下的5列中必有一列的差是6，只有可能是后两位：7 - 1 = 6或者8 - 2 = 6。　　
　　[image: image38.png]



　　利用类似的方法很容易可以知道选择8 – 2 = 6也无解，因此前三位不能填8、7、6，那么最大只能填8、7、5。
　　[image: image39.png]



　　所以所求案为87541362。
　　[评注]本题也运用了枚举法的思想。
　　[例7]　用1、2、3、4、5、6、7、8、9这9个数字各一次，组成一个被减数、减数、差都是三位数的正确的减法算式，那么这个算式的差最大是多少？
　　[image: image40.png]



　　[分析]注意到：1+2+3+…+8+9=45，因此ABC + DEF + GHI的和一定是9的倍数。而ABC = DEF + GHI，所以9 | 2×ABC，那么一定有：9|ABC。
　　为了使差最大，使被减数尽可能大，减数尽可能小。令A = 9，D = 1，G = 8，这是使差最大的可能。ABC的可能有972，963，954，945，936，927。这时只剩下4个数字，再结合个位数字，很容易验证出以上情况均无解。
　　那么尝试差的百位数字是7，为了使差尽可能大，尝试在差的个位上填8。那么十位一定要向百位借位，因此减数的百位只能是1（而不能是2）。被减数仍然是9的倍数，尝试963，954，945，936，发现当被减数是936的时候，有：
　　936 - 152 = 784，这是满足题意的最大的差。
　　[评注]注意本题中对于整除性的分析对分析题目有很大的简化。
　　[例8]　商店里有大、中、小三种规格的玻璃球盒子，分别装13、11、7粒玻璃球，如果有人要买23粒玻璃球，就必须要拆开盒子才可以卖。你能否找到一个最小的数，凡是超过这个数的玻璃球的数目，都肯定不必拆开盒子就可以卖？
　　[分析]13 + 11 + 7 = 31（粒）。
　　容易知道：30不能用若干个13、11、7求和表示出来。所以要求这个数不能小于30。
　　又容易知道：
　　31 = 13 + 11 + 7　　　　　　　32 = 7 + 7 + 7 + 11
　　33 = 13 + 13 + 7　　　　　　　34 = 7 + 7 + 7 + 13
　　35 = 13 + 11 + 11　　　　　　 36 = 7 + 7 + 11 + 11
　　37 = 11 + 13 + 13
　　而每一个大于37的数都可以表示为一个31～37中的某个数与若干个7的和，从而一定可以用若干个13、11、7求和表示出来。
　　因此，30就是我们要找的最小的数。
　　[评注]并不需要对所有大于30的数都进行讨论，可以用这种7个数分一段的方式来，一并将所有30的数都讨论清楚。
　　总结：
　　通过本讲的学习，我们对各种最值问题有了进一步的了解和认识。希望同学们课下注意复习和总结，掌握好最值问题特点和解法。
　　作业
　　1．一台计算器大部分按键失灵，只有数字“7”和“0”以及加法键“?”尚能使用，因此可以输入77，707这样的只含数字0和7的数，并且进行加法运算。为了显示出222222，至少要按“7”多少次？
　　解：7007707这样的数的可以拆成如下的方法输入：
　　7007707 = 7000000 + 7000 + 700 + 7
　　发现按“7”的次数并没有变化，所以：
　　222222÷7 = 31746
　　那么：222222 = 3×70000 + 1×7000 + 7×700 + 4×70 + 6×7
　　所以至少需要按：3 + 1 + 7 + 4 + 6 = 21（次）。
　　2．在1～2000这2000个数之中，最多可以取出多少个数，使得取出的数中，每个数都不会是另一个的20倍？
　　解：可以取1905个数：1～5，101～2000。这些数中每一个数都不是另一个的20倍，另一方面，在（1，20，400），（2，40，800），（3，60，1200），（4，80，1600），（5，100，2000），这5组数中，每一组都不能全取，至少要去掉每一组中间的数；在（6，120），（7，140），（8，160），…，（99，1980）这90组数中，每一组也都不能全取，所以取出的数不多于2000 – 95×1 = 1905（个）。因此，最多可以取出1905个这样的数。
　　一、教学内容：
　　1．体育比赛形式的逻辑推理问题；
　　2．根据所给信息进行判断的推理问题；
　　3．需要从整体考虑的问题。
　　二、基本知识：
　　1．什么是淘汰赛？什么是循环赛？
　　N个队进行淘汰赛，一共要打　　场比赛：每场比赛淘汰一名选手
　　N个队进行循环赛，一共要打　　场比赛：每个队要打　　场比赛
　　2．什么是“三分制”？什么是“两分制”？
　　两分制：胜一场得2分，平一场得1分，负一场得0分
　　核心关系：总积分=　　×　　
　　三分制：胜一场得3分，平一场得1分，负一场得0分
　　核心关系：总积分=3×比赛场次-　　
　　[例1]　4支足球队进行单循环比赛，即每两队之间都比赛一场，每场比赛胜者得3分，负者得0分，平局各得1分。比赛结果，各队的总得分恰好是4个连续的自然数。问：输给第一名的队的总分是多少？
　　[分析]根据已知条件，比赛采用的是“　　分制”，一共要进行　　场比赛。 从已知条件：“各队的总得分恰好是4个连续的自然数”可以看出，我们能够从总分之和入手。
　　因此我们分析一下，最后各队的总得分之和肯定在什么范围里呢？以及，我们该如何直观的表示4支球队之间的胜负关系呢？
　　解：
　　4支球队一共进行了　　场比赛，4个队的积分总和最大是3×　　=　　，最小是2×　　=　　。
　　因为4个队的总得分恰好是4个连续的自然数，它们的和又要在　　到　　之间，那么这4个连续自然数只可能是　　=　　+　　+　　+　　或者　　=　　+　　+　　+　　。
　　如果4个队的得分依次是3、4、5、6，那么总得分是18分，这说明6场比赛当中有　　场平局，因此每场比赛要么得3分，要么得0分，所以每个队的最后得分应该是　　的倍数，这与前面4个队的得分依次是3、4、5、6矛盾，不可能！
　　所以4个队的得分依次是2、3、4、5，总得分是14分，这说明6场比赛当中有　　场平局。用点表示4支球队，用箭头的方向表示球队之间的胜负关系：
　　[image: image41.png]e





　　[评注]1、对于两分制和三分制的比赛问题，从整体入手考虑得分总和是种重要的方法；
　　2、用点线图表示循环赛的比赛结果是一种非常直观、简便的方法。
　　[例2]　A、B、C、D、E这5支足球队进行循环赛，每两队之间比赛一场。每场比赛胜者得3分，负者得0分，打平则双方各得1分。最后5支球队的积分各不相同，从高到低依次为D，A，E，B，C。又已知5支球队当中只有A没输过，只有C没赢过，而且B战胜了E，那么战胜C的是哪支球队？
　　[分析]这又是一道体育比赛类型的题目，因此我们可以利用点线图来表示比赛结果。为了表示方便，习惯上将各支球队按名次进行排列。
　　另外注意审题，“只有A没输过”包含几层含义？
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　　解：
　　因为C没有赢过，所以B没有输给C，又因为B战胜了E，所以B至少得了　　分。根据名次的关系，可以得到E至少得了　　分，A至少得了　　分，D至少得了　　分。
　　A没有输过，那么E没有战胜A，那么E在与C和D的2场比赛中至少得了5​ -1=4分，所以E肯定没有输给D，即D没有战胜E。
　　A没有输过，那么D没有战胜A，D也至少输过1场。又根据D没有战胜E以及D至少得了7分这2个条件，可以得到D的成绩是　　胜　　平　　负，得了　　分。
　　由此可得A得了6分（1胜3平），E至少得了5分（1胜2平1负），B至少得了4分（1胜1平2负）。根据求出的4个队的成绩，不难求出C的战绩是3平1负，得3分。
　　所以战胜C的球队只有D。
　　[评注]1 名次是体育比赛类型题目中重要的条件；
　　2 仔细审题是必须要养成的习惯，一个字能包含很多的信息；
　　3 利用点线图表示比赛结果进行分析时，尽量把各种已知条件在图中及时的表示出来。
　　[例3]　共有4人进行跳远、百米、铅球、跳高4项比赛，规定每个单项中，第一名记5分，第二名记3分，第三名记2分，第四名记1分。已知在每一单项比赛中都没有并列名次，并且总分第一名共获17分，其中跳高得分低于其他项得分；总分第三名共获11分，其中跳高得分高于其他项得分。问总分第二名在铅球项目中的得分是多少？
　　[分析]虽然仍然是体育比赛类型的题目，但是与前两个例题有所区别。这个题目中有4个运动员，而且进行了4项比赛，用点线图就难以表示所有的比赛结果了，那么你能想出其他好的方式吗？
　　解：
　　用下图中的表格记录比赛结果：
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　　[评注]在体育比赛类题目中，需要根据不同的比赛形式采用相应的结果表示方法。点线图和表格是常见的两种记录方式，各有优劣。如果是球队或队员相互决出胜负的比赛，点线图比较适宜；如果是类似本题的比较单项成绩的比赛，用表格更为清晰。
　　[例4]　有8个球依次为① ~ ⑧，其中有6个球一样重，另外2个球都轻1克。为了找出2个轻球，用天平称了3次，结果如下：
　　第一次：①+② 比 ③+④ 重；[视频课程集锦：http://zkikaoticn/shop/zxxhtm]
　　第二次：⑤+⑥ 比 ⑦+⑧ 轻；
　　第三次：①+③+⑤ 与 ②+④+⑧ 一样重。
　　求2个轻球的。
　　[分析]根据第一次称重的结果：①+②比③+④重，可以得出　　种可能？
　　1、③和④中有一个是轻球；
　　2、③和④都是轻球。
　　第三次称重最复杂，所以我们最后再分析第三次。
　　解：
　　因为 ①+② 比 ③+④ 重，所以③和④中　　有一个轻球；
　　同样的，因为 ⑤+⑥ 比 ⑦+⑧ 轻，所以⑤和⑥中　　有一个轻球，也因此　　肯定都是好球。
　　在第三次称重的①、③、⑤、②、④、⑧这六个球中，　　肯定是好球，而　　中肯定恰有1个是好球、另一个是轻球。为了使六个球可以分为重量相等的两堆，另一个轻球也必然在其中，因此　　肯定是轻球，那么　　也是轻球。
　　[评注]天平是竞赛题目中一类特殊的工具，尤其是没有砝码的天平。这类天平不能确定物体的精确重量，只能表示出天平两端物体重量的大小关系。利用没有砝码的天平找出劣质产品是比较多见而且又很有趣的竞赛问题，大家多做一做吧！
　　[例5]　A、B、C、D、E五个人在一间办公室里工作，周一到周五的每一天都恰有三个人工作，而另外两个人休息。规定每个人不能连续休息两天，也不能连续三天都来上班。已知B比E多干了两天，只有一天是A和C同时工作，并且周一来上班的有C，那么周五工作的三个人都是谁？
　　[分析]粗看之下题目没有什么突破口，条件显得很陌生。别着急，我们看看根据条件能不能先得到一些简单的结论。
　　“每个人不能连续休息两天”，说明每个人在任意两天中都至少出现1次；
　　“也不能连续三天都来上班”，能不能把“三”改成“二”呢？不能！说明总有人连续两天都来上班，那么接下来一天他就必须休息。
　　“B比E多干了两天”，那么大家想一想B、E分别可能干了几天呢？根据每个人在任意两天中都至少出现1次，那么在这5天中每个人至少干了　　天；根据不能连续三天都来上班，那么在这5天中每个人至多干了　　天。因此……
　　解：
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　　[评注]在“每个人不能连续休息两天，也不能连续三天都来上班”的条件下，其实可能出现的人员安排只有两类可能：
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　　[例6]　小赵的电话码是一个五位数，它由五个不同的数字组成。
　　小王说：“它是93715。”
　　小张说：“它是79538。”
　　小李说：“它是15239。”
　　小赵说：“谁说的某一位上的数字与我的电话码上的同一位数字相同，就算谁猜对了这个数字。现在你们三人猜对的数字个数都一样，并且电话码上的每一个数字都有人猜对。而每个人猜对的数字的数位都不相邻。”
　　这个电话码是多少？
　　[分析]由于题目所说的“猜对”不仅要求数字相同，而且要求数位相同，因此我们把所猜的3个数按数位对齐写好。
　　解：

	　　小 王 
	　　9 
	　　3 
	　　7 
	　　1 
	　　5 

	　　小 张 
	　　7 
	　　9 
	　　5 
	　　3 
	　　8 

	　　小 李 
	　　1 
	　　5 
	　　2 
	　　3 
	　　9 

	　　真正的电话码 
	　（ ） 
	　（ ） 
	　（ ） 
	　（ ） 
	　（ ） 


　　因为每一个数字都有人猜对，所以三个人至少猜对了5个数字。又因为每个人猜对的数字个数相等，所以三个人至少猜对了6个数字。而他们所猜的三个五位数当中，只有十位上出现过相同的数字，因此必然每个人都猜对了2个数字，且真正码的十位数字就是3。
　　因为每个人猜对的数字的数位都不相邻，所以小张和小李已经猜对十位数字以后，另一个猜对的数字肯定一个人是万位，另一个人是千位。因此小王猜对的是百位和个位，分别是7和5。因为电话码由五个不同的数字组成，所以它的万位不能是7，只能是1，千位不能是5，只能是9。因此这个电话码是19735。
　　[评注]如果两个人相同数位上的数字猜对了，那么这两个数字必然是相同的。
　　本题解法中有一种“算两次”的思想，对于猜对的数字总数，即可以按猜测者的顺序数，也可以按数位顺序数，两个结果应该相等。　　[例7]　一次考试共有10道判断题，正确的画“√”，错误的画“×”，每道题对得10分，不得0分，满分为100分。甲、乙、丙、丁4名同学的解及甲、乙、丙3名同学的得分如下图：

	　　题 
	　　1 
	　　2 
	　　3 
	　　4 
	　　5 
	　　6 
	　　7 
	　　8 
	　　9 
	　　10 
	　　得分 

	　　甲 
	　　× 
	　　× 
	　　√ 
	　　√ 
	　　× 
	　　× 
	　　√ 
	　　× 
	　　√ 
	　　√ 
	　　70 

	　　乙 
	　　× 
	　　√ 
	　　× 
	　　√ 
	　　√ 
	　　× 
	　　× 
	　　√ 
	　　√ 
	　　× 
	　　70 

	　　丙 
	　　√ 
	　　× 
	　　× 
	　　× 
	　　√ 
	　　√ 
	　　√ 
	　　× 
	　　× 
	　　× 
	　　60 

	　　丁 
	　　× 
	　　√ 
	　　× 
	　　√ 
	　　√ 
	　　× 
	　　√ 
	　　× 
	　　√ 
	　　× 
	　　 


　　那么丁应得多少分？
　　[分析]首先注意图中“√”与“×”的意义：学生的判断？案的正误？
　　观察甲、乙、丙3个人案的特点，假想有一行正确的案，用上题中的标圈法进行分析。
　　解法1：
　　观察甲、乙2个人的案，其中第　　题案不同，因此在这　　道题中必然是一个人对、一个人错，从而两个人得到　　分。而　　这　　道题两个人必然得了70 +70 -　　=　　分，因此这些题两个人肯定都做　　了。
　　观察丙的案，甲乙都做对的4道题，丙都做错了。而丙最后得了60分，因此丙的其余6道题都做对了。
　　这样10道题的正确案都已知了，可以得出丁的分数是　　分。
　　解法2：
　　观察甲乙丙三个人的案，没有任何一道题三个人的案是一致的，因此他们在任何一题上至多共得到　　分。而三个人最终的总分是　　分，这说明每道题都恰有　　个人做对，因此就得出了10个题目的正确案。以下同解法1。
　　[评注]无论是解法1还是解法2，都是从整体入手考虑，得出结论。
　　[例8]　在一次射击练习中，甲、乙、丙3位战士各打了4发子弹，全部中靶。其命中情况如下：
　　①每人4发子弹所命中的环数各不相同；
　　②每人4发子弹所命中的总环数均为17环；
　　③乙有2发子弹所命中的环数分别与甲其中的2发一样，乙另2发命中的环数与丙其中的2发一样；
　　④甲与丙只有1发环数相同；
　　⑤每人每发子弹的最好成绩不超过7环。
　　问：甲与丙命中的相同环数是几？
　　解法1：（传统解法）
　　根据条件①、②，用枚举法得出4发子弹的环数只可能是
　　17=（ ）+（ ）+（ ）+（ ） ⑴
　　17=（ ）+（ ）+（ ）+（ ） ⑵
　　17=（ ）+（ ）+（ ）+（ ） ⑶
　　17=（ ）+（ ）+（ ）+（ ） ⑷
　　在四个算式中，只有（　　）和（　　）恰有1个加数相同，因此甲与丙命中的相同环数是　　。
　　解法2：
　　根据条件“全部中靶”和条件⑤，得知每发子弹的环数是　　到　　之间的自然数。
　　根据条件④，得知甲与丙共8发子弹的环数必然是1～7各1次再加上重复的相同环数。
　　最后根据条件②，得知相同的环数是　　=　　。
　　[评注]解法二更加简单快捷。
　　总结：
　　一、内容总结：
　　1．了解各种体育比赛形式的规则和特点，掌握整体规律，尤其是三分制和两分制的总分规律；
　　2．对于不同类型的体育比赛，能够采用相应的方式来清晰的表示出比赛情况，包括点线图和表格等等；
　　3．掌握从整体入手的分析方法；
　　作业
　　1．甲、乙、丙、丁与小强5位同学一起比赛象棋，每两人都要比赛一盘。到现在为止，甲已经赛了4盘，乙赛了3盘，丙赛了2盘，丁赛了1盘。问小强已经赛了几盘？
　　2．某商品的是一个三位数。现有5个三位数：874、765、123、364、925，其中每一个数与商品，恰好在同一位上有一个相同的数字。那么这个三位数是多少？
　　3．甲、乙、丙、丁4个队举行足球循环赛，即每两队之间都比赛一场。每场比赛胜者得3分，负者得0分，平局各得1分。
　　已知：① 比赛结束后4个队的得分都是奇数；
　　② 甲队总分超过其他各队，名列第一；
　　③ 乙队恰有两场平局，并且其中一场是与丙队平局。那么丁队得了多少分？
　　一、教学内容：
　　本讲主要讲解代数式的基本概念以及化简和求值的基本方法。
　　代数式是用基本运算符，把数和表示数的字母连接而成的式子。用数值代替代数式里的字母，按照代数式给出的运算法则计算出结果，叫代数式的值。因此代数式的值是由所含字母所取的值确定的，并随字母取值的变化而变化。但是需要注意的是代数式中的字母取值时，不能使代数式没有意义。
　　例如：x、2x、3x＋1、2x＋3y、[image: image46.png]



　　当x＝1，y＝2时，代数式2x＋3y的值是2×1＋3×2＝8。
　　代数式求值问题一般可直接将字母取值带入计算就可解决，但对于比较复杂的代数式，往往需要先化简再求值、有时还要用到代数变形、消元、设参数等数字方法。
　　二、例题（见下页）
　　[例1]　已知x是最大的负整数，y是绝对值最小的有理数，求代数式
　　3x3－10x2y＋5xy2－13y3的值。
　　[分析]根据刚刚学过的正负数、绝对值、有理数等概念，就很容易知道x＝－1，y＝0，代入式子求值就可以了。
　　解：x＝－1，y＝0。
　　3x3－10x2y＋5xy2－13y3＝3×（－1）3－10×（－1）2×0＋5×（－1）×02－13×03＝－3
　　：3x3－10x2y＋5xy2－13y3的值为－3。
　　[评注]熟悉有理数的计算，知道代数式和代数式的值之间的区别与联系。
　　[例2]　已知当x＝5时，代数式ax2＋bx－5的值是10，求x＝5时，代数式ax2＋bx＋5的值。
　　[分析]本题介绍的是所谓的“整体求值”，虽然是最简单的；一般代数式中x，y表示变量，也就是可以变化的数字，a，b表示系数，也就是常数，是不变的。
　　解: 因为当x＝5时，代数式ax2＋bx－5的值是10，所以a×52＋b×5－5＝10，即25a＋5b＝15；
　　所以，x＝5时，ax2＋bx＋5＝52a＋5b＋5＝15＋5＝20
　　：x＝5时，代数式ax2＋bx＋5的值是20。
　　[评注]虽然a和b都无法求出来，但是可以求出52a＋5b的值；这样的整体求值方法以后大家还会经常遇到。
　　[例3]　已知a＋b＝1，求代数式a3＋3ab＋b3的值。
　　[分析]由某个条件求另一个代数式的值，常常利用条件，用代入的方法求得。
　　解：用代入法。
　　由a＋b＝1知b＝1－a，故
　　a3＋3ab＋b3＝a3＋3a（1－a ）＋（1－a ）3＝a3＋3a－3a2＋1－3a＋3a2－a3＝1
　　：代数式a3＋3ab＋b3的值是1。
　　[评注]当然还可以先将代数式变形，这就要用下一讲的代数式初步（二）中讲的代数式恒等变形来做了。大家作为思考题做一做。（提醒：立方和公式）
　　[例4]　已知代数式ax3＋bx＋c，当x＝0时的值为2；当x＝3时的值为1；求当x＝－3时，代数式的值。
　　[分析]由条件，把0，3代入代数式，由结论，再把－3代入代数式，就会看出来如何利用条件，如何计算结果了。
　　解：
　　①因为当x＝0时的值为2，即a×03＋b×0＋c＝c＝2
　　②当x＝3时的值为1，即a×33＋b×3＋2＝1，因此a×33＋b×3＝－1。
　　③于是当x＝－3时，则a×（－3）3＋b×（－3）＋2 ＝ －（ a×33＋b×3）＋2 ＝ 1＋2 ＝ 3。
　　：当x＝－3时，代数式的值是3。
　　[评注]这里的“整体求值”和例2就不太一样了，有了一点困难，不过还是很容易看出方法来。
　　[例5]　如果不论x取什么值，代数式[image: image47.png]ax+3
bhr+4



（分母不为零）都得到同样的值，那么a与b应该满足什么条件？
　　[分析] 好像很难，但其实如果我们把x＝0和x＝1代入进去就可以求出a和b的关系。
　　解：
　　①取x＝0，则代数式的值是
　　②再取x＝1，得到 ；所以4×（a×1＋3）＝3×（b×1＋4），于是4a＝3b
　　③反过来，当4a＝3b时，显然有（请大家自己思考）
　　：a与b应该满足4a＝3b。
　　[评注]题目虽然说的是“不论x取什么值”，我们还是应该取一些特殊值去试探一下，这也是解决这类问题的第一步。
　　[例6]　如果[image: image48.png]—le

|
-l



，求[image: image49.png]—3a+4ab+3b
2a-3ab-2b



的值。
　　[分析]当然可以利用代入法，也就是把[image: image50.png]


代入式子中，繁分式化简即可（大家自己做一下）。我们这里用一种比较巧妙的化简计算方法，大家体会一下。
　　解：将原式的分子、分母都除以ab，得到
　　[image: image51.png]~3a+4ab+3b
2a-3ab-2b





　　[image: image52.png]



　　：[image: image53.png]—3a+4ab+3b
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的值是[image: image54.png]


。
　　[评注]分式的化简和求值，与整式相比更具有技巧性和特色；本题还很好的利用了整体代入的方法。
　　[例7]　已知3个正数a、b、c，满足abc＝1，求[image: image55.png]a ., b e
@bva+l borbrl acte+l



的值。
　　 [分析]当然可以利用代入法，a＝ [image: image56.png]


，相信代入之后一定可以最后算出正确的结果，我也推荐使用这种方法，似拙实巧。但是为了开阔大家的思路，我们来看看下面的方法，应该说是很巧妙的，而且是可以推广开来的。
　　 解：由于abc＝1，所以我们把原式的第二个分式的分子、分母同乘以a，第三个分式的分子、分母同乘以ab，得到
　　 原式 ＝ [image: image57.png]a__, ab " abe
ab+a+l abc+ab+a  aabc+abc+ab
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　　＝１
　　：原式的值是1。
　　[评注]实际上就是尽量凑出abc的样子，就可以利用条件了，而且上面的解本质上还是代入消元，把c消去了。推广：如a、b、c、d是四个正数，abcd＝1，则类似的，求[image: image60.png]a b c d
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 的值。（思考题）
　　[例8]　已知[image: image61.png]X pd z

y+z x+z x+y



，求[image: image62.png]y+z



的值。
　　[分析]本题的条件以连比形式出现，“碰到连比就设比值为k”，是许多人解题的经验。因此可用k来表示这个连比，以便把连比写成几个等式，从而解决问题。
　　解：令[image: image63.png]x ) z

y+z x+z X+y




，则：x＝k（y＋z），y＝ k（x＋z），z＝ k（x＋y）。
　　我们的目标是求k，上面又是一个轮换式，因此把三式相加，得到
　　x＋y＋z＝2k（x＋y＋z）。
　　当x＋y＋z＝0时，即x＝－（y＋z），故[image: image64.png]Ytz



＝－1。
　　当x＋y＋z≠0时，[image: image65.png]


。
　　：[image: image66.png]Ytz



的值是[image: image67.png]


或者－1。
　　[评注]当我们得到x＋y＋z＝2k（x＋y＋z）时，由于题设并没有给出x＋y＋z是否为0，因此，必须对它进行讨论，否则，就会出现错误。
　　三、总结
　　本讲主要讲解代数式的基本概念以及化简和求值的基本方法。
　　代数式求值问题一般可直接将字母取值带入计算就可解决，但对于比较复杂的代数式，往往需要先化简再求值、有时还要用到代数变形、消元、设参数等数字方法。
　　作业
　　除了讲课过程中留给大家的自己思考的问题，下面再给大家留几道练习题目：
　　1．据下面a、b的值，求代数式[image: image68.png]


的值：
　　（1）a＝2，b＝1；
　　（2）a＝[image: image69.png]1



，b＝[image: image70.png]


。
　　解：（1）2×2－1/2＝7/2。
　　（2）[image: image71.png]



　　2．若[image: image72.png]


，且4x－5y＋2z＝10，求2x－5y＋z的值。
　　解：设x＝3k，y＝4k，z＝5k。则10＝12k－20k＋10k＝2k，k＝5。
　　x＝15，y＝20，z＝25。
　　2x－5y＋z＝30－100＋25＝－45。
　　：2x－5y＋z的值是－45。
　　3．若[image: image73.png]


，求x＋y＋z的值。
　　解：设，则x＝（a－b）k，y＝（b－c）k，z＝（c－a）k。
　　于是x＋y＋z＝（a－b）k＋ （b－c）k＋（c－a）k＝0。　
　　一、教学内容：
　　本讲主要讲解整式的基本概念以及整式恒等变形的基本方法。
　　整式是代数式的一种，简单的说，整式就是没有除法（或分数线）出现的代数式。
　　例如：x，2x，3x+1，2x+3y，4ab+5c等等
　　整式的恒等变形就是把一个整式变换成另一个和它恒等的整式，这是数学的基础知识，它在化简、求值、证明恒等式等问题中，有着广泛的应用。
　　本讲主要涉及到的知识点是：
　　（1）整式的加法、减法和乘法运算法则。（和数的加法、减法、乘法一样）
　　（2）主要的乘法公式：
　　平方差公式：[image: image74.png]-1 =(a-b)a+b)




　　完全平方公式：[image: image75.png](@+BP = +2ab+ P, (a-b = a*~2ab+ b



，
　　立方和与立方差公式：[image: image76.png]@45 = @+ D) -ab+ ) s
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　　完全立方公式：[image: image78.png](a+b)F =&’ +3a%b+3ab? + 5,
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，
　　二、例题（见下页）
　　[例1]　设x，y，z都是整数，且11整除7x 2y 5z，求证：11整除3x 7y 12z
　　[分析]看上去本题和整式的恒等变形没有关系，但是如果我们可以通过恒等变形，使得3x-7y+12z的某个倍数和7x+2y-5z的某个倍数之和是11的倍数，那么回过头来，利用条件"11整除7x+2y-5z"，就可以很快得出我们需要的结论。也就是要"凑的巧"。
　　解：
　　因为4(3x-7y+12z)+3(7x+2y-5z) =11(3x-2y+3z)，
　　又由题设知11整除7x+2y-5z，而11整除11(3x-2y+3z)，同时11和4互质，
　　所以11整除3x-7y+12z
　　证毕。
　　[评注]很多同学会问，系数4和3是如何凑出来的？我这里要告诉大家的是其实系数也可以不是4和3，5和1也是可以的（5（3x-7y+12z）+（7x+2y -5z）=11(2x-3y+5z)），还有很多的组合都是可以的，所以凑出系数并不难，耐心点就好。
　　[例2]　计算(2+1) (22+1) (24+1)(232+1)+1
　　[分析]观察连乘积的各个式子，每一个式子均为2的方幂与1之和，且每个因式中2的幂次是前一因式中2的幂次的两倍。我们自然觉得和平方有点关系，这里我们用的是平方差公式。
　　解：
　　原式=(2-1) (2+1) (22+1) (24+1)(232+1)+1
　　=(22-1) (22+1) (24+1) (232+1)+1
　　=(24-1) (24+1)(232+1)+1
　　……
　　=(232-1) (232+1)+1
　　=264
　　：(2+1) (22+1) (24+1)(232+1)+1=264
　　[评注]应用乘法公式进行整式的恒等变形时，应该熟悉公式形式、特点，设法为利用公式创造条件。本题的式子虽然不含字母，但是解题思想已经和整式的恒等变形是一样的了，只不过是乘法公式在实际计算题里的应用罢了。
　　[例3]　已知整数a、b、(a-b)都不是3的倍数，试证a3+b3是9的倍数。
　　[分析]由题目意思，a与b对3不同余，于是不妨设a对3余1，b对3余2，接下来把a、b分别写成3m+1，3n+2的形式，就好做了。
　　解：由题目意思a与b对3不同余，于是不妨设a对3余1，b对3余2。
　　设a=3m+1，b=3n+2，m、n都是整数，则
　　a3+b3=(3m+1)3+(3n+2)3
　　=[(3m+1)+(3n+2)] [(3m+1)2-(3m+1) (3n+2)+ (3n+2)2] （立方和公式）
　　=(3m+3n+3)[ (9m2+6m+1)- (9mn+6m+3n+2)+ (9n2+12n+4)]
　　=3(m+n+1) (9m2+9n2-9mn+9n+3)
　　=9(m+n+1) (3m2+3n2-3mn+3n+1)
　　因为m+n+1和3m2+3n2-3mn+3n+1都是整数，则a3+b3是9的倍数。
　　证毕。
　　[评注]学会用代数式的方法表达同余的条件，这是利用好余数条件的好方法。
　　[例4]　证明：当a、b取任意有理数时，多项式a2+b2-2a+6b+11的值总是正数。
　　[分析]我们唯一知道的总是正数的多项式，那就是平方了，或者是平方的和。于是我们就来“配方”——配成平方，这就需要你对平方和差公式的熟悉和深刻理解。
　　解：因为：
　　a2+b2-2a+6b+11 = （ a2-2a+1）+（b2+6b+9）+1 = （a-1）2+（b+3）2+1
　　所以，a2+b2-2a+6b+1131>0
　　[评注]配方法是一种非常非常重要的数学方法，应用广泛。在配方时，还常用到拆项或补项的技巧。
　　[例5]　解方程3x2-12 x2y+12 x2y2+ y2-4y+4=0
　　[分析]两个未知数，一个方程，如果可以解得出来，那么就必然是两个平方和等于0的样子，因为只有这样，一个方程才在实质上可以拆分成两个方程。
　　解：
　　原方程可以化为3x2（1-4y+4y2）+（y2-4y+4）=0
　　进一步化简：3x2（1-2y）2（y-2）2=0
　　因此3x2（1-2y）2=0，（y-2）2=0
　　于是，y=2，x=0。
　　：x=0，y=2。[视频课程集锦：http://zkikaoticn/shop/zxxhtm]
　　[评注]这是配方法的典型应用，就是在解方程上。大家以后会学习一元二次方程的解法，那时就要用到配方的思想。
　　[例6]　若3x2-x=1，则6x3+7x2-5x+2004=?
　　[分析]为了利用条件，当然应该把要算的式子尽量向条件式子上靠。
　　解：原式= 2x（3x2-x）+3（3x2-x）-2x+2004 = 2x+3-2x+2004 = 2007
　　：6x3+7x2-5x+2004=2007
　　[评注]本题实际上用到了整式的除法，具体的知识大家在初中的数学课上会学到。
　　[例7]　若x是自然数（非零），设y=x4+2x3+2x2+2x+1，则
　　（A）y一定是完全平方数；
　　（B）存在有限个x，使得y是完全平方数；
　　（C）y一定不是完全平方数；
　　（D）存在无限多个x，使得y是完全平方数。
　　[分析]首先我们把x?1，2，3，4代入，算出的y都不是完全平方数，于是我们猜测案是C，关键是如何去证明。
　　解：y=x4+2x3+2x2+2x+1
　　=（x4+2x2+1）+（2x3+2x）
　　=（x2+1）2+2x（x2+1）
　　= （x2+2x+1）（x2+1）
　　=（x+1）2（ x2+1）
　　如果y是完全平方数，那么x2+1也是完全平方数，但是x2+1介于x2和（x+1）2之间，不可能是完全平方数。
　　：选C。
　　[评注]这里用到了初一代数中的简单因式分解，也就是把一个整式分成若干个整式的乘积形式。这里使用了最简单的因式分解方法：提取公因式（乘法分配律的逆用）和分组分解。对于大家来说是早了一点，难了一些，但是希望大家体会一下恒等变形的妙用。
　　[例8]　求证：a3+b3+c3-3abc=（a+b+c）（a2+b2+c2-ab-bc-ac）
　　[分析]当然，我们可以把右边的式子用乘法分配律乘出来，再把能合并的合并了，本题就证出来了，只是需要计算仔细。这里，我们来采用因式分解的技巧，也带领大家运用运用常见的乘法公式，本题里大都是逆用。
　　解：a3+b3+c3-3abc=（ a3+b3）+ c3-3abc
　　=（a+b）3-3ab（a+b）+c3-3abc（完全立方公式）
　　=[（a+b）3+c3]-3ab（a+b+c）
　　=（a+b+c）[（a+b）2-（a+b）c+c2]-3ab（a+b+c） （立方和公式）
　　=（a+b+c） [（a+b）2-（a+b）c+c2-3ab]
　　=（a+b+c）（a2+2ab+b2-ac-bc+c2-3ab） （完全平方公式）
　　=（a+b+c）（a2+b2 +c2-ac-bc -ab）
　　证毕。
　　[评注]这是一个很重要的式子，大家要牢记。我们经常使用它的另一种形式：如果a+b+c=0，则a3+b3+c3=3abc。
　　总结
　　本讲主要讲解整式的基本概念以及整式恒等变形的基本方法。
　　整式的恒等变形就是把一个整式变换成另一个和它恒等的整式，这是数学的基础知识，它在化简、求值、证明恒等式等问题中，有着广泛的应用。
　　作业
　　1解方程：（3x-4）2+（-7x+6）2=（-4x+2）2
　　解：化简原方程：
　　右边利用平方差公式：
　　因此3x-4=0或3x-4=-11x+8，因此x=4/3或6/7。
　　：解是x=4/3或6/7。
　　2证明：n4+2n2+2一定不是完全平方数。
　　证明：n4+2n2+2=（n2+1）+1 处于（n2+1）2和（n2+2）2之间。
　　在两个相邻的完全平方数之间不可能再有完全平方数了。
　　证毕。
　　3多项式2x2-4xy+5y2-12y+13的最小值等于多少？
　　解：2x2-4xy+5y2-12y+13=2（x-y）2+3（y-2）2+1
　　因此，当x=y=2时，最小值是1。
　　：多项式2x2-4xy+5y2-12y+13的最小值等于1。 　　
　　一、速算与巧算的意义：
　　1提高运算的速度；
　　2减少出错的几率，提高运算的正确率；
　　3熟悉数与式的特点。
　　二、基础知识：
　　1各种运算律；
　　2等差数列求和公式；
　　3等比数列求和公式；
　　4各种常见的代数公式。
　　[例1]计算：[image: image80.png]945647 + 94565 94563 x 94565 - 94564 x 94566 =




　　[分析] 题目中涉及到五位数的乘法和平方，那么直接计算的话必然会非常复杂，那么就要求我们寻求速算和巧算的方法。对于不同的题目，巧算的方法也并不相同。因此我们要先观察题目中数的特点，由此来寻觅巧算的途径。
　　那么现在观察一下，题目中的几个五位数有什么特点？式子的结构有什么特点？
　　[解法一][image: image81.png]KRBT TERNG -8 = (@+b)la-5), AFL@+D@-)=a -
BT = 94564 + 94565 — (94564 —1) - (94565 -1

=141





　　[解法二][image: image82.png]JR38 = (94565° — 94563x 94565) — (94564 x 94566 — 94564°)

= 94565 (94565~ 94563) - 94 564x (34566 -94564)
= 2x(34565-34564)
_9




　　[评注]从本道例题可以看出，巧算可以大大地提高我们的效率，简化计算过程。另外，解法一要比解法二更简便，是因为解法一不仅利用了数的特点，还利用了式子结构的特点。
　　[例2] 计算：（1－-1/(2×2)）×（1－1/(3×3)）×…×（1－1/(100×100)）＝　　；
　　[分析]题目中出现了省略，也就是说相乘的项数很多，那么这类题目显然是很难直接计算的。为了巧算，仍然请你先观察式子的特点。
　　注意到括中减数的分母总是两个相同的乘积，因此这个分数也可以看作是b^2的形式，联想到上一个例题我们用过的平方差公式，引导我们将被减数1看作是1^2，利用公式分解之后再观察各因数的特点，就不难解决了。
　　[解]根据平方差公式　　a2－b2＝（ａ＋ｂ）（ａ－ｂ），得出1－1/(n×n)＝（1＋1/ｎ）(1－1/ｎ）＝(ｎ＋1)/ｎ×(ｎ-1)/ｎ 原式＝3/2×1/2×4/3×2/3×5/4×3/4×…×101/100×99/100 ＝（3/2×4/3×5/4×…×100/99×101/100）×（1/2×2/3×3/4×…×98/99×99/100）＝101/2×1/100 ＝101/200
　　[评注]1是个很特殊的自然数，有很多独特的性质，本题中我们就利用了1^2＝1这个性质，在不同的题目中我们需要根据具体情况来应用1的各种特殊性。
　　[例3] 规定[3]＝2×3×4，[4]＝3×4×5，[5]＝4×5×6，…，[10]＝9×10×11，……如果1/([16])－1/(［17］)＝1/(［17］)×（）那么括应该填的数是多少？
　　[分析]我们以前学过的运算只有加、减、乘、除，而这个题目中规定了一种新的运算[n],那么我们首要的任务是甚么呢？怎样才能计算题目中的那个算式呢？
　　显然，我们首先要明确新的运算是如何定义的，题目条件中并没有明确的给出定义，那么你能从条件中所举的几个例子归纳出来吗？
　　归纳出来以后，也不要马上给予计算，看看怎样将式子变形一下可以计算的稍微简单一点。
　　[解]根据题目条件，可以看出[n]＝（ｎ－1）×ｎ×（ｎ＋1）。
　　那么所给的等式可变形为(［17］)/(［16］) (［17］)/(［17］)＝（）
　　也即(16×17×18)/(15×16×17)－1＝（）
　　因此括中要填的舒是18/15－1＝1/5
　　[评注]这道例题属于定义新运算题型，这类题目在条件往往会用加减乘除规定以中性的运算。运算的定义有时是直接给出的，有时要像本体一样归纳。总之，这类题目的第一要点就是明确运算的定义。然后还要观察这种运算的归类特点，再代入到算式中进行计算。
　　[例4] 规定ａ﹥b表示从ａ开始b个连续自然数的和，若（>7）>5－430，那么横线上应该填的数是多少？
　　[分析]这道题目仍然属于定义新运算的题型，并且新运算的定义已经预言明确的描述出来了，但是如果用代数式来表示这个运算就会比较麻烦，而且应用到所求的算式当中也不方便。那么怎么办呢？
　　回想上一道题评注中所说的，我们要找到新运算的规律和特点，这个题目中的幸运算实质是一个等差数列的和，那么等持数列求和有神莫办法呢？
　　[解]首先考虑ａ→5＝430它表示从　　开始—个连续自然数的和是430。
　　因为这5个连续自然数的和是中间项的—倍，所以中间项是430÷　　＝　　。而5个数的中间项比第一项大　　，因此ａ＝86　　＝　　．
　　再考虑ｂ→7－84，它表示从—开始—个连续自然数的和是84因为这7个连续自然数的和是中间项的—倍，所以中间项是84÷　　＝　　。而7个数的中间项比第一项大　　，因此ｂ＝12－　　＝　　．
　　那么原来的算是应该是（9→7）→5－430
　　[评注]从这两道例题可以看出，定义新运算中的计算绝不是按照定义去死算，一定要善于结合以前所学的只是找到新运算的特点。
　　[例5] 已知ａ＝(11×66-12×67＋13×68＋14×69＋15×70)/(11×65-12×66＋13×67＋14×68＋15×69)×100，那么ａ的整数部分是多少？
　　[分析]首先注意本体并没有要求精确计算ａ的值，而只求ａ的整数部分，因此我们只需要对ａ惊醒估算。你能不能先大概的估计出ａ的取值范围呢？先确定一下ａ比100大还是比100小呢？然后能不能用数学的计算明确的说明呢？
　　[解]ａ＝（1＋(11×1＋12×1＋13×1＋14×1＋15×1)/(11×65＋12×66＋13×67＋14×68＋15×69)）×100
　　＝100＋(11×100＋12×100＋13×100＋14×100＋15×100)/(11×65＋12×66＋13×67＋14×68＋15×69)
　　＝100＋1＋(11×35＋12×34＋13×33＋14×32＋15×31)/(11×65＋12×66＋13×67＋14×68＋15×69)
　　因为0＜(11×35＋12×34＋13×33＋14×32＋15×31)/(11×65-12×66＋13×67＋14×68＋15?69)＜1，所以ａ的整数部分是101
　　[评注]估算虽然不要求结果非常精确，但是如何估计才能既简便又达到题目的要求需要很高的技巧性。
　　[例6] 如右图，排列在一个圆圈上市个数按顺时针次序可以组成许多个整数部分是一位的循环小数，例如1892915929，那么在所有这种数中，最大的一个是多少？
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　[image: image83.png]



　　[分析]首先注意题目要求：1顺时针2整数部分一位3循环小数。
　　要找其中最大的一个，那么首先就要思考，决定这样的数大小的主要因素是什么？这样的书的小数部分有什么阳的特点？
　　请你自己先比较一下，试试吧！
　　[解]要使得到的数尽可能大，个位数字应该是_。按顺时针次序，以9为个位数字的数当中，有两个数的十分位是2，另两个的十分位是1
　　在十分位为2的两个数中，由于满足题目要求的数的前9位小树肯定是9之后顺时针排列的那9个数字，因此一个数的前10位数字是9291592918，另一个数的前10位数字是92918929，显然后面一个数更大。
　　最后要确定的是循环节。循环节决定了第10位小数开始的大小，为了使最终的结果尽量大，第10位小数应该是—，并且第11位小数（也就是循环节的第_位）要尽量大，因此最大是9291892915
　　[评注]比较熟的大小，总是线比较两个数的位数，位数相同时再从最高位依次比较下来。另外，仔细审题、读清楚每一个条件是必须要养成的习惯。　
　　[例7] 比较1/2×3/4×5/6×…×99/100与1/10的大小。
　　[分析]需要我们比较的两个数中，有一个数的大小不太好确定。如果直接去求这个数的大小，会发现计算起来非常的麻烦。之所以麻烦，首先是因为项数很多，其次，是因为约分时没有规律。
　　这个时候我们回过头注意了，题目要求我们的是比较两个数的大小，而且没有要求一定要把两个数算出来。那么你能不能想想办法，再不计算数值的情况下，就比较出来两个数的大小呢？
　　提示：希望约分时很有规律，那么可以考虑加入那些乘数呢？
　　[解]记ａ－1/2×1/4×5/6×…×100/101，ｂ－2/3×4/5×6/7×…×100/101，那么容易算出ａ×ｂ＝1/2×2/3×3/4×4/5×…×99/100×100/101＝1/101 因为1/2＜2/3，3/4＜4/5，……，99/100＜100/101，所以ａ＜ｂ又由前面的结果，ａ×ｂ＝1/101＜1/100，因此ａ＜1/10．
　　[评注]本题没有直接计算大小，而是通过ａ×ｂ＜１/１００、ａ＜ｂ→a＜1/10这样一个间接的思路来处理，这样的方法是值得大家好哦爱好学习的。
　　[例8] 下面是两个1989位整数相乘： 111…11（1989个）＋111…11（1989个）问：乘积的各位数字之和是多少？
　　[分析]题目要求乘积的各位数字之和，那么就至少要知道这个乘积大概是什么样子，可是这两个数直接相乘显然是很困难的，对于多位数的乘法，我们喜欢什么样的数做成熟呢？
　　其实以前在这算与巧算各讲中，有一个简化计算很常见的思路，就是凑整，那么看到1989个1组成的多位数，你能联想到什么样的“整”呢？
　　[解]
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　　[评注]这个时候并不需要写出计算的结果是多少，因为后面的两个数相减并不需要借位，所以差的个位数字之和就是被减数的各位数字之和减去减数的各位数字之和。因此最终结果的个位数字之和是１＋［（１＋２＋…＋7＋９＋０）×２２１－１＋９×１９８９］－（１＋２＋…＋7＋９＋０）×２２１＝９×１９８９＝１7９０１
　　结束语：
　　１ 运用平方差公式等代数工具进行速算和巧算；
　　２ 掌握定义新运算题型的重点和解题思路；
　　３ 了解估算和其他计算技巧。
　　下面给大家留几道练习题目：
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（难度：★）
　　[分析]当你看到算式后的第一个感觉是什么？
　　算式中重复出现的数很多，前后两个乘法算式很相象。
　　抓住这个特点，把重复的部分整体表示出来，就可以简化计算。
　　解：记A＝[image: image87.png]



　　那么原式＝（　　　　）×　　　　－（　　　　）×　　　　
　　＝　　　　（乘法　　　　律）
　　＝　　　　＝　　　　
　　[评注]
　　1 本题属于“速算与巧算”类题目。
　　2 灵活应用速算与巧算各种技巧的前提是观察数的特点与算式结构的特点。
　　[例2]　哥哥的钱比弟弟多10元哥哥把自己钱的75%给了弟弟，而后弟弟又把这时候自己钱的40%给了哥哥此时弟弟的钱比哥哥的还多10元，那么哥哥原来有多少元钱？（难度：★★）
　　[分析]这是一道与比例有关的题目，因此先选取好单位1。为了计算方便，我们选弟弟一开始的钱数为单位1。
　　解：设弟弟原来的钱数为1份，则哥哥原来的钱数比　　　　份多　　　　元。
　　哥哥把自己钱的75%给了弟弟，也就是给了弟弟　　　　份还多　　　　元，那么这时弟弟的钱数为　　　　份多　　　　元。
　　弟弟又把自己钱的40%给了哥哥，那么他还剩下　　　　份多　　　　元。
　　经过这样的两次调整后，两人的总钱数恒定，但哥哥由比弟弟多10元变为少10元，因此后来弟弟的钱数应等于最初哥哥的钱数，是　　　　份多　　　　元。
　　因此1份就是              ÷             ＝                   元，那么哥哥原来有                元。
　　[评注]
　　1本题属于“比例与百分数”类型的题目；
　　2单位1的选择并不唯一，也可以选取哥哥原来的钱数是单位1；
　　3本题也可以列方程来解。
　　[例3]　一些工人做一项工程，如果能调来16人，那么10天可完成；如果只调来8人，就要15天才能完成，那么调走2人后，完成这项工程需要多少天？（难度：★★）
　　[分析]为什么在第二种方案中，需要的天数更长一些呢？
　　因为第二种方案调来的人少，所以每天的工作效率低一些。题目中一旦出现了“需要XX天才能完成”这样的条件，就等于告诉了我们工作效率。
　　解：将这项工程的工作总量记为单位1。如果调来16个人，那么每天的工作效率是　　　　；如果调来8个人，那么每天的工作效率是　　　　。
　　第二种方案的工作效率低是因为工作人数比第一种方案少16－8＝8个人。所以8个人的工作效率是（　　　　－　　　　）÷8＝　　　　。
　　于是原有工人的工作效率是　　　　－　　　　×　　　　＝　　　　（或者　　　　－　　　　×　　　　＝　　　　）。如果调走2人，那么每天的工作效率就是　　　　－　　　　×2＝　　　　。因此完成工程需要　　　　天。
　　[评注]
　　1本题属于“工程问题”；
　　2工程问题中往往将　　　　记为单位1；
　　3工程问题中核心的关系是工作总量＝工作　　　　×工作　　　　　
　　[例4]　王老师带着100元钱到商店去买钢笔和圆珠笔钢笔每支10元5角，圆珠笔每支5元6角无论王老师买几支钢笔和圆珠笔，这100元钱都不能正好用光，那么王老师最少要余下多少元？（难度：★★）
　　[分析]为什么题目条件中说“无论王老师买几支钢笔和圆珠笔，这100元钱都不能正好用光”？如果设王老师买x支钢笔和y支圆珠笔，也就是说105x＋56y＝100没有　　　　数解，原因是什么呢？
　　为了能够在整数范围内讨论问题，首先把方程中的数化为整数：105x＋56y＝1000。观察105、56、1000这三个数有什么特点。
　　解：设王老师买x支钢笔，y支圆珠笔，那么应该花去（　　　　）角钱因为105和56都是　　　　的倍数，所以（　　　　）也是　　　　的倍数而1000不是7的倍数，所以不定方程105x＋56y＝1000没有整数解。
　　比1000小的数中，　　　　是最大的7的倍数，因此王老师最少要余下1000－　　　　＝　　　　角（　　　　元）钱解不定方程105x＋56y＝　　　　得王老师买　　　　支钢笔和　　　　支圆珠笔时恰余下　　　　元
　　[评注]
　　1 本题属于“不定方程”类型的题目；
　　实际上不定方程ax＋by＝c（其中a、b、c是已知的整数）只有在a、b的最大公约数整除c的时候才有整数解。从本题的解过程中可以看出不整除的时候无整数解，而为什么整除的时候一定有整数解，需要今后学习了辗转相除法才能证明。　
　　[例5]　已知将自然数84的全部约数的乘积分解质因数为
　　[image: image88.png]



　　那么△＋◇＋□等于多少？（难度：★★★）
　　[分析]这是一道与约数有关的问题，我们先来回忆一下约数的一些性质：
　　1约数个数公式：因为[image: image89.png]84 =22 x3x7,



所以84的约数个数为（2+1）×（1+1）×（1+1）=12个。
　　2约数成对性质：对于84的任何一个约数d，都可以找到84的另外一个约数[image: image90.png]


。　　
　　解：根据约数个数公式，可知84有12个约数。根据上面的性质，这12个约数可以分为6对，每对中的两个约数（　　　　和　　　　）的乘积为　　　　。
　　因此这12个约数的乘积为　　
　　[image: image91.png]22 x3x7) = 2X 2% X IX3X I X3XT X T 0 x T,
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　　所以△=12，◇=6，□=6，即△＋◇＋□=24。　　
　　[评注]
　　1本题属于数论综合类型题目；
　　2根据约数个数公式可以推断，只有　　　　数有奇数个约数；
　　3约数和公式一般不做要求。　
　　[例6]　一个底面是正方形的密闭长方体水箱里面装了一些水已知水箱的高比底面边长多60厘米，且此时水面离顶部15厘米；如果把水箱侧放在地上，则水面离顶部10厘米那么水箱的底面正方形的边长是多少厘米？（难度：★★★★）
　　[分析]看完题目条件以后，不禁要问：为什么水箱侧放在地上以后，水面距离顶部更近了呢？（请辑画图）首先，比较两种放法的底面积：原来的底面是　　　　方形，侧放后底面是　　　　方形，一边是原来的底面边长，另一边是原来的高，所以侧放后底面积　　　　。那么，为什么底面积增大，水面离顶部就更近呢？
　　因为水箱总容积　　　　，并且水的体积也　　　　，所以水箱中空余部分的体积也　　　　。
　　解：水箱里空余的体积是不变的，第一次是一个高为　　　　厘米的长方体，第二次侧放的时候是一个高为　　　　厘米的长方体，所以两个长方体的底面积之比是　　　　:　　　　=　　　　:　　　　
　　第一个长方体的底面是与水箱底面相同的正方形，第二个长方体的底面一条边就是该正方形的边长，另外一条边是水箱的高，这两个底面的面积之比就是水箱底面边长与高的比
　　由于水箱的高比底面边长多60厘米，二者的比是3:2，所以底面边长是[image: image92.png]


厘米
　　[评注]
　　1本题属于“立体图形”类型的题目；
　　2在立体图形问题中，体积不变或者体积的累加是重要的等量关系。各种常见立体图形的表面积、体积计算公式也应该熟练，尤其是柱体的体积可以统一为：体积=底面积×高。
　　[例7]　如图，ABCD是正方形，AE=DF=4，已知△AEG与△DEF的面积比为2:3，那么△EFG的面积是多少？
　　[image: image93.png]



　　[分析]题目中一个重要的已知条件是“△AEG与△DEF的面积比为2:3”，因此我们来比较一下△AEG与△DEF的面积。
　　因为三角形面积比较的性质：高相等的三角形，面积之比等于　　　　之比；底边相等的三角形，面积之比等于　　　　之比。因此希望三角形的高相等或者底边相等。
　　△AEG与△DEF可以看成是具有相等的底边（　　　　和　　　　）的三角形，那么请你找出它们的高。
　　解：△AEG的面积与△DEF的面积比是2:3，它们的底边相等，所以它们的高的比就是　　　　:　　　　
　　△DFG的高就是正方形边长的　　　　，那么DE就等于边长的一半的[image: image94.png]


，即边长的　　　　，所以AE就等于边长的　　　　，因为AE=4，所以正方形的边长是4÷[image: image95.png]


=16
　　△EFG的面积等于四边形EDFG的面积减去△DEF的面积，计算这个四边形的面积时，可以把△DFG补到△AEG处就等于△ADG的面积，所以△EFG的面积就是：16×[image: image96.png]


÷2-4×（16-4）÷2=64-24=40
　　[评注]
　　1本题属于“几何综合”类型的题目；
　　2三角形面积的比较，往往就是在等底或者等高的三角形之间进行的；
　　3最后面积的计算方法并不唯一，本解中的计算相对简单一些。
　　[例8]　下图是一个正确的加法算式，其中相同的字母代表相同的数字，不同的字母代表不同的数字已知BAD不是3的倍数，GOOD不是8的倍数，那么ABGD代表的四位数是多少？（难度：★★★）
　　[image: image97.png]B AD
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　　[分析]对于数字谜问题，先看看算式当中有什么特点？哪些字母可以作为突破口先确定下来？
　　一般来说，出现次数多的、在同一列中重复出现的、首位数字等更容易先行确定。注意到G是和的首位数字，以及个位上三个数字都是D，因此应该先考虑这两个字母。
　　解：
　　[image: image98.png]


 　
　　由于个位上三个数字都相同，所以只能是D=0同时显然首位数字G=1因为和的十位、百位数字相同，说明两个加数的十位数字相加没有进位，并且B=A+5
　　因此BAD可能是720、830或者940由于BAD不是3的倍数，所以它不是720又当BAD是940的时候GOOD是1880，而1880是8的倍数，也不满足题目要求，所以BAD肯定是830，同时GOOD是1660，因此ABGD代表的四位数是3810
　　[评注]
　　1本题属于“数字谜综合”类型的题目；
　　2数字谜问题的常见突破口：首位数字、同一列中重复出现的字母、出现总次数多的字母。
　　[例9]　如果用1×2的长方形沿网状格线，不重叠地盖满下图中的图形，那么共有多少种不同的盖法？（难度：★★★★）
　　[image: image99.png]



　　[分析]直接计数比较困难，但是层数比较少的时候很好数，因此考虑使用递推法。
　　解：将图形的行数减1记为这个图形的阶数n，并用 表示n阶图形的盖法数那么题目要求的就是　　　　
　　如图5，显然a1=　　　　
　　[image: image100.png]



　　下面考虑an和an+1之间的关系对于n+1阶的图形，将盖法按格被覆盖的方法分三类计算，如图所示：
　　[image: image101.png]



　　[image: image102.png]



　　对于前两种情形，盖法都是惟一的，而第三种情形，盖法有an种，因此an+1=an+2也就是说，a1、a2、a3……a7、……是首项为　　　　、公差为　　　　的等差数列，所以a7=15
　　[评注]
　　1 本题属于“计数综合”类型的题目；
　　2 递推法是本学期学习的解决计数问题的新方法，在此之前我们已经学过了枚举法、加乘原理、排列组合、容斥原理等。
　　[例10]　某个信封上的两个邮政码M和N均由0，1，2，3，5，6这六个不同数字组成现有四个码如下：
　　A：3 2 0 6 5 1 B：1 0 5 2 6 3 C：6 1 2 3 0 5 D：3 1 6 2 5 0
　　已知码A，B，C各恰有两个数字的位置与M和N相同，D恰有三个数字的位置与M和N相同则M、N是多少？
　　[分析]本题不仅要求数字相同，而且位置也要相同，因此如何表示更为清晰？
	　　A
	　　
	　　
	　　
	　　
	　　
	　　

	　　B
	　　
	　　
	　　
	　　
	　　
	　　

	　　C
	　　
	　　
	　　
	　　
	　　
	　　

	　　D
	　　
	　　
	　　
	　　
	　　
	　　

	　　M
	　　
	　　
	　　
	　　
	　　
	　　

	　　N
	　　
	　　
	　　
	　　
	　　
	　　


　　假想把真正的邮政码M写在表格的最后一行，相同数位上的相同数字用圆圈标出。
　　解：由于A、B、C中同一数位上没有相同数字，所以A、B、C这3个数中的6个圆圈恰好是每列各1个。
　　那么D中应该有3个数字与A、B、C中的相应数字相同。（以下进行图表分析）
　　[评注]
　　1本题属于“逻辑推理”类型的题目；
　　2在第十讲的课程中曾经专门讲解过这种对应数位有相同数字的题目，其中重要的一点就是“相同数位上的数字猜对了，那么这两个数字必然是相同的。”　
　　一、教学内容：
　　小学数学竞赛实际上就是解题能力的竞赛，多做好题是提高解题能力的有效途径。本讲中精选了各类数学竞赛的一些典型试题进行分析和解，希望对开拓思路起一点作用。
　　二、例题（见下页）
　　个别例题难度比较大，大家要迎难而上，多多领悟。
　　[例1] 下面给出六个分数算式：[image: image103.png]3 1





　　其中计算结果的最小数为多少？
　　[分析]既然要求最小的，当然应该两两比较（从左向右），比较的时候作差就可以了。
　　解：
　　[image: image104.png]i3 W\s%
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　　于是最小的是[image: image105.png]


。
　　：计算结果的最小数为[image: image106.png]


。
　　[评注]做题要仔细，作比较时可以巧一些。
　　[例2] 将2004加上一个整数，使其和能被31和17整除，要使所加的整数尽可能小，那么这个所加的整数是多少？
　　[分析]首先应该计算31和17的最小公倍数是31×17＝527，只需要计算2004对527的余数，加上（527－该余数）就是所求。
　　解：
　　① 31×17＝527
　　② 2004÷527＝3……423
　　③ 527－423＝104。
　　：这个所加的整数是104。
　　[评注]
　　1．同学们一定要想清楚为什么我们算出的104就是所求。
　　2．仔细复习同余和数的整除的知识。
　　[例3] 在4、5、6、7、8、9这六个数中，使其中三个数相加的和能被6整除，那么不同的加法共有多少种？
　　[分析]关于整除，当然应该从同余入手考虑。这六个数对6的余数分别是4、5、0、1、2、3。然后枚举，从选出的数中最小的那个开始。
　　解：
　　① 最小的是4：其余两个的和对6的余数是2，是4＋5＋9＝18；4＋6＋8＝18。共2种。
　　② 最小的是5：其余两个的和对6的余数是1，只能是5＋6＋7＝18。共1种。
　　③ 最小的是6：其余两个的和也应该是6的倍数，不可能（请大家分析清楚）。
　　④ 最小的是7：7＋8＋9＝24是6的倍数。共1种
　　所以，共4种。
　　：不同的加法共有4种。
　　[评注]同余和枚举的综合，锻炼综合解题的能力。以最小的分类枚举，是保证不重不漏的前提。
　　[例4] 某种商品每件原价24元，后因某种原因降价，降价后当天销售量增加了一半，收入也增加了四分之一。这种商品每件降价了多少元？
　　[分析]这是一道简单的方程问题，但是也希望大家可以不用方程做做看。
　　解：
　　方法一：方程法。
　　设这种商品每件降价了x元，销售量为a件。
　　方程如下：（24－x）×a×（1＋1/2 ）＝（1＋1/4 ）×24a。
　　两端的a可以消去，得到x＝　　　　。
　　方法二：假设法。
　　假设不降价，则由于销售量增加了一半，收入也应该增加二分之一，但是现在收入只增加了四分之一，所以现在的价格是原来的 （1＋1/4 ）÷（1＋1/2 ） ＝5/6，也就是　　　　元，于是降价了　　　　元。
　　：这种商品每件降价了　　　　元。
　　[评注]多种方法解题，这种数学训练很重要；总销售量不知道，但是不影响解题，要注意不要被迷惑。
　　[例5] 用1，2，3，4，5，6，7，8这八个数作为右图中八条边的边长，不同的放置有不同的面积，那么这个图形最大面积是多少？
　　[image: image107.png]o





　　[分析]看上去题目中的条件很少，但是要结合图形的特点。
　　解：
　　∵ b＝ d＋f＋h；a＋e＝ c＋g； （）
　　又a＋b＋c＋d＋e＋f＋g＋h＝ 1＋2＋3＋4＋5＋6＋7＋8＝ 36。[视频课程集锦：http://zkikaoticn/shop/zxxhtm]
　　∴ 36＝ a＋b＋（ d＋f＋h ）＋（ c＋g ）＋e＝ 2×（ a＋b ）＋2×e。 （1）
　　又因为图形面积是a×b -[ f×g＋（ g－e ）×d ]，所以a×b要最大，f×g ＋（ g -e ）×d要最小。
　　于是a，b应是7，8；根据（1），e＝3。
　　f×g＋（ g－3 ）×d最小，则f，g，d为1，2，4。g＞3，得到g＝4，f＝1，d＝2。
　　再根据（）式，c＝ a＋e－g＝ a -1，h＝ b－d－f＝ b -3，得到a＝7，c＝6；b＝8，h＝5。
　　此时面积是7×8－[ 1×4＋（ 4－3 ）×2 ]＝ 50。
　　：这个图形最大面积是50。
　　[评注]本题较难，不但要利用几何的知识，也要利用代数式子计算的知识和方法；要时刻抓住最大或最小，想清楚什么情况下会达到最值的情况。　
　　[例6] 在一次考试中，甲、乙两人考试结果如下：甲错了全部试题的1/3，乙错了7道题，甲、乙都错的题目占全部试题的1/5，则甲、乙两人都对的题目最少是多少道题？
　　[分析]还是采取设未知数，考虑范围的思想。设全部试题有x道，然后算出甲、乙两人都对的题目的表达式。再根据x是3和5的倍数，就可以求出最小的x，也就知道表达式的最小值是什么了。
　　解：设全部试题有x道
　　于是甲错了1/3×x道，甲、乙都错了题目1/5×x道，于是甲、乙都对的题目是x－（[image: image108.png]| =



x＋7－[image: image109.png]
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x-7。要此数最小，当然就是x最小。
　　x最小是　　　　。
　　此时甲对了10道题，错了5道题；乙对了8道题，错了7道题；甲乙都错的有3道题，都对的有6道题，符合题意。
　　：甲、乙两人都对的题目最少是6道题。
　　[评注]结合倍数的知识，再利用容斥原理的方法，方程的思想就好办了；如果15不行，还要接着考虑x＝ 30，45，60的情况，直到某种情况符合题意。
　　[例7] 有33名同学共买了76本书，其中每人最多买3本，最少买1本，买1本按原价，买2本降价10%，买3本降价20%，最后结算，平均每本恰好按原价的85%交款，那么买3本书的同学有多少名？
　　[分析]列方程即可。只是未知数变成了三个，要想办法减少方程中的未知数个数，设未知数时可以利用一个条件减少一个未知数，然后只要解一个二元一次方程组就可以了。
　　解：设买1本的同学有x个，买2本的同学有y个，买3本的同学就有33－x -y个。
　　方程就是：76＝x＋2y＋3（ 33－x－y），化为：2x＋y＝23。
　　设原价为“1”：
　　x＋90%×2y ＋80%×（76－x -2y）＝ 85%× 76，化为：x＋y ＝19。
　　于是x ＝　　　　，y ＝　　　　，33－x－y＝　　　　。
　　：买3本书的同学有　　　　名。
　　[评注]
　　1．仔细复习一元一次方程和两元一次方程组的知识（消元，代入法、加减法）。
　　2．学习减少未知数个数（消元）的技巧，设未知数时多利用一些条件来设。
　　[例8] 将1、2、3、…、49，50任意分成10组，每组5个数，在每组中取数值居中的那个数为“中位数”，求这10个中位数之和的最大值和最小值。
　　[[分析]这道题的确很难，我们应该如何来对待这个新的量“中位数”，如何来理清我们的思路？我介绍一种方法，我们来把这10个中位数进行排序，考虑其中从小到大的第n个，它最大（小）是多少；然后把我们结论综合在一起，看看能不能使这10个中位数同时达到最大（小）值即可。
　　解：把这10个中位数进行排序，考虑其中从小到大的第n个。
　　考虑这50个数中，肯定比这个数小的有2＋3×（n-1）个，所以这个数最小是3n。所以这10个中位数最小是3，6，9，…，27，30。
　　此时，1，2，3在第一组，4，5，6在第二组，…，28，29，30在第十组，其余数字随便分配。
　　于是和为3＋6＋9＋…＋27＋30＝165。
　　同样的，考虑其中从大到小的第n个。
　　考虑这50个数中，肯定比这个数大的有2＋3 ×（ n -1）个，所以这个数最大是50-[ 2＋3 × （ n -1）]＝51-3n。所以这10个中位数最大是48，45，42，…，24，21。
　　此时，50，49，48在第一组，47，46，45在第二组，…，23，22，21在第十组，其余数字随便分配。
　　于是和为48＋45＋42＋…＋24＋21＝345。
　　：这10个中位数之和的最大值345和最小值165。
　　[评注]难题需要领悟和琢磨，最值问题往往可以把整体的最值转化成个体的最值。
　　三、总结
　　本讲中精选了各类数学竞赛的一些典型试题进行分析和解，希望对开拓思路起一点作用。
　　作业
　　除了讲课过程中留给大家的自己思考的问题，下面再给大家留几道练习题目：
　　1．N是1、2、3、…、1995、1996、1997的最小公倍数，请回N等于多少个2与一个奇数的积？
　　2．有一串数：1，1/2，2/2，1/3，2/3，3/3，1/4，2/4，3/4，4/4，…，它的前2004个数的和是多少？
　　3．六位同学数学考试的平均成绩是925分，他们的成绩是互不相同的整数，最高分是99分，最低分是76分，则按分数从高到低居第三位的同学至少得多少分？
　　一、教学内容：
　　小学数学竞赛实际上就是解题能力的竞赛，多做好题是提高解题能力的有效途径。本讲中精选了各类数学竞赛的一些典型试题进行分析和解，希望对开拓思路起一点作用。
　　二、例题：（见下页）
　　本讲难度不大，主要是大家复习和熟练掌握以前学过的知识，并会灵活和综合的应用。
　　[例1] 把123/999化成小数之后，小数点后第2004位上的数是多少？
　　[分析]123/999＝41/333，化成循环小数就按照周期的方法处理。
　　解：123/999＝41/333＝0123123123……；
　　而2004×3＝668。
　　所以第2004位上的数是　　　　。
　　：小数点后第2004位上的数是　　　　。
　　[评注]
　　1．复习和熟练掌握循环小数和分数的互化；
　　2．复习周期性问题的一般解法。
　　[例2] 绿化队分三组植树，第一组植的棵数是其他两组植的总数的5/13，第二组植的棵数是其他两组植的总数的1/3，第三组植了51棵。三个组共植树多少棵？
　　[分析]这道题目里的分数表示的单位“1”不同（前者是第二和第三组植树的总数，后者是第一组和第三组植树的总数），不能立即得到第三组植树棵数和其他量的比较，也就不能直接求出其他的量。
　　但是我们仍然可以选取合适的公共的单位“1”（即三组总共植树的总数），都化成和它的比例，题目就迎刃而解。
　　解：选取三组总共植树的总数为单位“1”。
　　则因为第一组植的棵数：其他两组植的总数＝5:13，
　　所以第一组植的棵数为单位“1”的　　　　，其他两组植的总数为单位“1”的　　　　；
　　同样的第二组植的棵数为单位“1”的1/4，其他两组植的总数为单位“1”的3/4（请大家自己完成）；
　　于是第三组植了单位“1”的13/18 － 1/4＝17/36。
　　所以单位“1”就是51÷（17/36）＝　　　　棵。
　　第一组植了30棵，第二组27棵。
　　：三组共植了　　　　棵。
　　[评注]学会比例关系在不同单位“1”下的转化方法，并会熟练运用。
　　[例3] 有两个周长相等而面积不等的长方形。甲的长和宽分别是125米和48米。如果两个长方形的长和宽都分别增加8米，这时乙长方形的面积增加多少平方米？
　　[分析]既然甲乙周长相等，则乙的周长可以求出。然后画图之后可以明显发现，乙长方形面积的增加就等于8米乘以周长的一半加上8×8。（大家自己画图分析，并不困难）
　　解：
　　甲的周长是2×（ 125＋ 48 ）＝346米。于是乙的周长是346米。
　　所以乙长方形面积的增加就等于8×346/2＋ 8×8＝1448平方米。
　　：乙长方形的面积增加1448平方米。
　　[评注]本题条件似乎很复杂，还有很多量不知道，甚至求不出来，比如乙的长和宽。但是由于不妨碍本题的解决，所以不要被迷惑。
　　[例4] 甲有216个玻璃球，乙有54个同样的玻璃球。两人相互给球，8次后，甲有的个数是乙的8倍，平均每次甲要少给乙多少个球？
　　[分析]不必理睬每一次的传球过程，因为只要求平均的情况；还有就是在传球过程中，两人拥有的玻璃球的总数保持不变。抓住这两点就好做了。
　　解：
　　① 两人共有　　　　个。
　　② 所以8次交换球后，甲拥有270/（8＋1）×8＝　　　　个，乙有270－240＝　　　　个。
　　③ 于是平均每次甲要少给乙　　　　个球。
　　：平均每次甲要少给乙　　　　个球。
　　[评注]平均的情况只和首末状态有关，和具体的过程无关。
　　[例5] 有一列数，第一个数是100，第二个数是90，从第三个数开始，每个数都是它前面两个数的平均数。第三十个数的整数部分是多少？
　　[分析]看上去本题无从下手，要算到第30个似乎也不太可能，要是把题目改成第2004个就更加没办法了。但是如果你定下心来好好算算前几个的话，本题就变得非常的简单。
　　解：
　　第一个数是100，第二个数是90，第三个数是95，第四个数是925，第五个数是9375，第六个数是93125；
　　从第七个开始，每个数的整数部分就都是93了（因为每个数的前两个数都是九十三点几）。
　　：第三十个数的整数部分是93。
　　[评注]
　　1．其实无论前两个数是多少，总会从某一个位置开始，以后的每个数的整数部分相同。
　　2．大家到了以后深入学习，就会知道这是为什么，而且知道大概平均是从哪一个位置开始出现这种性质。
　　[例6] 张老师在数学课上出了一道题考大家，他说，我今年的年龄数减去9能被10整除，减去11能被12整除，减去14能被15整除。张老师今年多少岁？
　　[分析]完全按照题目的原始表达似乎很难做，但是我们发现10－9＝12－11＝15－14＝1，于是我们把题目换一种说法：张老师今年的年龄数加上1能被10、12和15整除，之后就简单了。
　　解：题目也就是：张老师今年的年龄数加上1能被10、12和15整除。而10、12、15的最小公倍数是60，所以张老师今年59岁。
　　：张老师今年59岁。
　　[评注]一般我们只会处理公倍数或余数相同的情况，别的情况要尽量等价的或者采取某种方法转化过来。
　　[例7] 1996年的5月2日是小华的9岁生日。他爸爸在1996的右面添了一个数字，左边添了一个数字组成了一个六位数。这个六位数正好同时被他的年龄数、出生月份数和日数整除。这个六位数是多少？
　　[分析]由于小华的年龄数（9）、出生月份数（5）和日数（2）已知，他们的最小公倍数是90，所以爸爸在1996右边添上的一定是0。只再需要这六位数是9的倍数即可，也就是各位数字之和是9的倍数，这下就好做了。
　　解：
　　① 小华的年龄数（9）、出生月份数（5）和日数（2）已知，他们的最小公倍数是90。
　　② 所以，这六位数是9的倍数，也就是各位数字之和是9的倍数。
　　③ 1＋9＋9＋6＋0＝25，所以爸爸在1996左边加上的数是2，因为25＋2＝27是9的倍数。
　　：这个六位数是219960。
　　[评注]记住9倍数的特点，本题其实很简单。
　　[例8] 甲、乙、丙三人的钱数各不相同，甲最多，他拿出一些给乙和丙，使乙和丙的钱数都比原来增加了两倍，结果乙的最多；乙拿出一些给甲和丙，使甲和丙的钱数艘比原来增加两倍，结果丙的最多；丙又拿出一些给甲和乙，使他们的钱数各增加两倍，结果三人的钱数一样多。如果他们三人共有81元，则三人原有的钱数分别是多少？
　　[分析]这是典型的利用倒推法的题目。从最后每人都有81÷3=27元开始，依次计算第三次调整前、第二次调整前、第一次调整前三人的钱数。但是一定要仔细，不要算错，边做边复查。
　　解：
　　① 最后的情况：每人都有27元。
　　② 第三次调整前：甲9元，乙9元，丙63元。
　　③ 第二次调整前：甲3元，乙57元。元，丙21元。
　　④ 第一次调整前：甲　　　　元，乙　　　　元，丙　　　　元。
　　: 三人原有的钱数分别是　　　　元，　　　　元，　　　　元。
　　[评注]倒推法就是要理解好题意，踏踏实实的算就可以了。
　　三、总结
　　本讲中精选了各类数学竞赛的一些典型试题进行分析和解，希望对开拓思路起一点作用。
　　作业
　　除了讲课过程中留给大家的自己思考的问题，下面再给大家留几道练习题目：
　　1．有一类自然数，从第三个数字开始，每个数字都恰好是它前面两个数字之和，如257、1459等等，这类数中最大的自然数是多少？
　　2．有一个四位数，各位上的数字各不相同，它和它的反序数（所谓反序数就是将原来的数字顺序倒过来排列，例如1234的反序为4321）之和为一个五位数，且这个五位数的数字排列是以当中的数字为对称的。这样的四位数最大可以是多少？
　　3．用10000元购买单价590元的A物若干件，购买单价为670元的B物若干件，其中B物的件数多于A物的件数，找回几张100元和几张10元的（10元的不超过9张）。如果将购A物的件数与购B物的件数交换，则找回的100元和10元的张数也恰好交换，问购买A物几件；购买B物几件？
　　一、教学内容：
　　小学数学竞赛实际上就是解题能力的竞赛，多做好题是提高解题能力的有效途径。本讲中精选了各类数学竞赛的一些典型试题进行分析和解，希望对开拓思路起一点作用。
　　二、例题：（见下页）
　　[例1] 证明有无穷多个n，使得n2＋n＋41
　　（1）表示合数
　　（2）为43的倍数。
　　[分析]
　　（1）其实非常简单，取n是41的倍数就可以了，当然是无穷多个；
　　（2）只要考虑满足 为43的倍数的n对43的余数应该是多少就行了。
　　[证明]
　　（1）取n是41的倍数，则n2＋n＋41是41的倍数，是合数。
　　（2）只要取n对43余1，则n2＋n对43余1＋1＝2，因此n2＋n＋41是43的倍数，是合数。
　　证毕。
　　[评注]题目表达得比较新，考验大家的简单构造能力。
　　[例2] 若天平两边都可以放砝码，要用这样的天平称出1克，2克，3克，…，40克这些不同的整数克的质量，至少要用多少个砝码？这些砝码的重量分别是多少？
　　[分析]初步试验就可以知道应该取1，3，9，27。但是为什么呢？这里面到底蕴含着什么？我们来探讨一下。
　　解：对于每个砝码来说，可以有三种选择：放在左盘；不放；放在右盘，所以是对应于数的三进制表示。
　　三进制中，作为基底（或单位）的数是3的次方。
　　如果砝码重量取得比3的次方小，则浪费了；如果比3的次方大，就必然有称不出的重量。
　　：应该取重1克，3克，9克，27克的砝码。
　　[评注]本题的本质就是对应于三进制，大家这下知道为什么如果砝码只能放在一个盘中，最合理的重量取法是2的次方了吧？（思考题）
　　[例3] n个自然数构成数列：a1,a2,a3,…,an。求证：这数列中一定有连续的若干个数的和能被n整除。
　　[分析]本题较难，带有很强的构造性。
　　[证明]构造另一个数列 ，其中bk＝ a1＋a2＋…＋ak，k＝1，2，…，n。
　　①如果 中有一个是n的倍数，则结论已经成立。
　　②如果 中没有一个是n的倍数，则这n个数对n的余数在1到n－1之间，n－1种情况，于是由抽屉原理，其中必定有两个对n余数相同。
　　③不妨设 和 对n余数相同，且j＞i。
　　则bi－bi＝ai＋1＋ai＋2＋…＋ai是n的倍数。则结论也成立。
　　证毕。
　　[评注]构造是证明题中常见的技巧，但是也不是凭空出现的，和题目的暗示紧密相关：本题中涉及和，因此我们也就构造了数列的前几项和作为新数列研究。　
　　[例4] 用同一个数字写成的六位数除以另一个用同一个数字写成的四位数，商是233，并且有余数；如果被除数和除数都去掉一个数字后相除，那么商不变，而余数减少1000，求被除数和除数
　　[分析]首先要理解题意，组成这个六位数的数字和组成那个四位数的数字不一定是一样的，但是它们各自内部只由同一个数字组成；然后设未知数，列出不定方程组，之后就不难了。
　　解：设该六位数是111111×a，该四位数是1111×b，六位数除以四位数的余数是r。[视频课程集锦：http://zkikaoticn/shop/zxxhtm]
　　则由带余除法的性质：
　　111111×a＝1111×b×233＋r；
　　11111×a＝111×b×233＋r－1000；
　　消去r，两式相减：100000a＝233000b＋1000。
　　化简得到100a＝233b＋1。
　　根据尾数分析，得到b＝3，a＝7。777777和3333。
　　：被除数是777777，除数是3333。
　　[评注]列出不定方程组是第一关，第二关考验大家解不定方程组的能力（消元，化成不定方程解决），你还记得不定方程的基本方法吗？
　　[例5] 若a2＋b2＋c3＝ab＋bc＋ca，求证a＝b＝c。
　　[分析]本题用来复习对称式的基本方法和介绍一种代数式证明的方法：配成平方。
　　[证明]因为a2＋b2－2ab＝（a－b）2,b2＋c2－2bc＝（b－c）2,a2＋c2－2ac＝（a－c）2
　　所以（a－b）2＋（b－c）2＋（a－c）2＝2×（a2＋b2＋c2－ab－ac－bc）＝0
　　于是（a－b）2＝（b－c）2＝（a－c）2＝0，得到a＝b＝c。
　　证毕。
　　[评注]对称式是需要我们轮换相加的，平方的和＝0可以得到每个平方都是0，就由一个大式子得到了好几个小式子，便于解决。　
　　[例6] 在下图中，A点在长方形长的[image: image111.png]FNN Y



处，B点、C点分别在长方形宽的[image: image112.png]W



和 [image: image113.png]| s



处，D、E、F分别是三角形三条边的中点，则三角形DEF面积是长方形面积的几分之几？
　　[image: image114.png]



　　[分析]本题并不难。首先要知道三角形DEF面积是三角形ABC的[image: image115.png]e | -



，然后三角形ABC的面积又等于长方形面积减去外边的两个三角形AHC和ABG，以及一个梯形BCJI的面积。
　　解：
　　①三角形AHC的面积是长方形面积的[image: image116.png]



　　②三角形ABG的面积是长方形面积的[image: image117.png]



　　③梯形BCJI的面积是长方形面积的[image: image118.png]



　　④因此三角形ABC的面积是长方形面积的[image: image119.png]



　　⑤于是三角形DEF的面积是长方形面积的[image: image120.png]



　　：三角形DEF面积是长方形面积的[image: image121.png]



　　[评注]面积的比例是小学竞赛几何中最为重要的部分。
　　[例7] 丙将写着1~8的8张卡片分给甲、乙两人，然后丙每次从甲、乙手中各取出1张，并把两个数的乘积记录下来。
　　（1）证明：丙记录下来的乘积中，两两不同的自然数不超过16个。
　　（2）试求卡片的一种分法，使得丙记录的乘积中可以找到16个两两不同的自然数。
　　[分析]（1）很简单（2）要动点脑筋。
　　解：
　　（1）证明：设甲分得a张卡片，乙分得b张卡片。
　　则丙最多得到a×b个乘积。
　　而a＋b＝8，因此a×b最大是4×4＝16。
　　证毕。
　　（2）要想得到16个两两不同乘积，就必须保证甲乙各分得4张卡片。
　　同时又因为：1×6＝2×3；1×8＝2×4；3×8＝4×6，
　　只要尽力避开不出现相同的乘积即可。
　　一例如下：甲：（1，2，4，6）；乙：（3，5，7，8）（你还能举出几个例子？）
　　：略。
　　[评注]本题并不难，但是要耐心的读完题目，理解好题意，耐心的做题，相信大家对于这类难度的题应该是可以独立完成的。
　　[例8] 长为490米的圆形跑道上，有相距50米的A，B两点，甲、乙两人分别从A，B两点同时相背而跑，两人相遇后，乙即转身与甲同向而跑，此时甲把速度提高了25%，乙把速度提高了20%，则恰好当甲跑到A时，乙跑到了B。如果以后甲、乙的速度和方向都不变，那么当甲追上乙时，甲从一开始算起，共跑了多少米？
　　[分析]本题是上学期华校我出的一道考试题，当时做的情况很不好，我们来解一下。
　　解：设相遇点是C，则把全过程分成三段来考虑：
　　（1）一开始到甲乙相遇；（2）相遇之后到恰好甲跑到A，乙跑到了B；（3）从恰好甲跑到A，乙跑到了B，直至甲追上乙。
　　很容易知道过程（1）和过程（2）的时间之比是可以通过乙来计算，乙跑的距离相等，只是速度不一样，于是时间之比t1 : t2 ＝（1+20%）: 1＝6 : 5。
　　考虑甲在前两段过程中的情况，可以知道甲在两段过程中的路程比：
　　（1×6）: [（1+25%）× 5]＝24 : 25。于是甲在第一段中的路程是240米，第二段中的路程是250米。（简单的和倍）
　　所以乙在两段中的路程都是250－50＝200米。[视频课程集锦：http://zkikaoticn/shop/zxxhtm]
　　于是知道原来甲、乙的速度比是240 : 200＝6 : 5，现在是250 : 200＝5 : 4。
　　在第三段中，甲要追乙440米，于是甲要行440×5＝2200米。
　　所以当甲追上乙时，甲从一开始算起，共跑了2200＋490＝2690米。
　　：当甲追上乙时，甲从一开始算起，共跑了2200＋490＝2690米。
　　[评注]大家自己画出图形，把三段过程分开理解清楚，并且把三段过程之间的联系（路程、时间或速度上的关系）想明白，本题并不是非常困难的。
　　三、总结
　　本讲中精选了各类数学竞赛的一些典型试题进行分析和解，希望对开拓思路起一点作用。
　　作业
　　除了讲课过程中留给大家的自己思考的问题，下面再给大家留几道练习题目：
　　1、如图，在钝角三角形ABC中，M为AB边的中点，MD、EC都垂直于BC边。若△BDE的面积是[image: image122.png]


平方厘米，则△ABC的面积是多少平方厘米？
　　[image: image123.png]



　　分析与解：四边形ECDM（连接MC）中，由于EC与DM平行，所以△EMD与△CMD面积相等。那么△BDE的面积就等于△BMC的面积，当然就等于△ABC面积的一半了。
　　4/5×2＝8/5（平方厘米）
　　：△ABC的面积是 8/5平方厘米。
　　2、11个连续两位数的乘积能被343整除，且乘积的末四位是0，那么这11个数的平均数是多少？
　　解：343＝7×7×7，因此这11个数中必定有49或98，另外还有一个7的倍数。
　　又因为乘积的末四位是0，因此这11个数中必定有25的倍数，则必然是25，50或75，且还有另外两个5的倍数。
　　于是49和50必定在这11个数中。而总共只有11个数，所以这11个数的第一个数必是5的倍数。
　　因此这11个数是；40到50或45到55（不含另一个7的倍数，舍去）。
　　所以这11个数的平均数是45。
　　：这11个数的平均数是45。
　　3、某服装厂生产一批服装，每件的成本是144元，售价是200元。一位服装经销商订购了120件这种商品，并提出：“如果每件的售价每降低2元，我就多订购6件”，按照经销商的要求，这个服装厂售出多少件时可以获得最大利润？这个最大利润是多少元？
　　解：只要考虑什么时候再增加6件，每件降低2元总利润将不再增加即可。设此时售出x件（必是6的倍数），则每件价格是200－2×（x－120）/6
　　则若在多卖出6件，利润增加：
　　（200－2×（x－120）/6－2－144）×6－2x＝4×（x－148）。
　　因此x大于等于148时，利润将减少。
　　所以x取比148小的最大6的倍数，为144。
　　此时售价是192。利润是（192－144）×144＝6912元。
　　：这个服装厂售出144件时可以获得最大利润，这个最大利润是6912元。　
　　一、教学内容：
　　小学数学竞赛实际上就是解题能力的竞赛，多做好题是提高解题能力的有效途径。本讲中精选了各类数学竞赛的一些典型试题进行分析和解，希望对开拓思路起一点作用。
　　二、例题（见下页）
　　个别例题难度比较大，大家要迎难而上，多多领悟。
　　[例1] 米老鼠从A到B，唐老鸭从B到A，米老鼠与唐老鸭行走速度之比是6：5。如下图：
　　[image: image124.png]



　　M是AB中点，离M 26千米的C点有一个魔鬼，谁从它处经过就要减速25%，离M 4千米的D处有一个仙人，谁从它处经过就能加速25%。现在米老鼠和唐老鸭同时出发，同时到达，那么A与B之间的距离是多少千米？
　　[分析]读清题目，利用方程即可。
　　解：设AC长是x千米，则BD长是x＋264＝x＋22千米。
　　则列出方程：
　　[image: image125.png]x, 3 x+22
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　　解得x＝20千米。（大家自己算一下，并不是很简单的）
　　于是A与B之间的距离是20＋30 ＋（20＋22）＝92千米。
　　：A与B之间的距离是92千米。
　　[评注]方程是个好工具，解方程要过关。
　　[例2] 有一群猴子分一堆桃子，第一只猴子分了4个桃子和剩下桃子的[image: image126.png]


，第二只猴子分了8个桃子和这时剩下桃子的[image: image127.png]


，第三只猴子分了12个桃子和这时剩下桃子的[image: image128.png]


，……，依此类推。最后发现这堆桃子正好分完，且每只猴子分得的桃子同样多。那么这群猴子共有多少只？
　　[分析]同样是利用方程。
　　解：设总共有x个桃子。
　　则列出方程：[image: image129.png]X7 0-8)
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　　于是x＝324个。每个猴子[image: image130.png]


＝36个，于是共有324÷36＝9只猴子。
　　：这群猴子共有9只。
　　[评注]转换求的目标：先求总桃数，再求猴子数。
　　[例3] [image: image131.png]1,2 3 8 =
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　　[分析]拆项，只是需要大家先算几项，找出规律之后就好做了。
　　解：从最后一项拆起：
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　　…
　　得到原式＝[image: image136.png]1 362879
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　　：原式＝[image: image137.png]362879
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　　[评注]抓住规律，拆项很需要技巧。
　　[例4] 53、27和42三个数被同一个数去除，所得商的和是9，余数的和是14，求它们各自的商和余数。
　　[分析]看上去无从下手，其实从带余除法式子中立刻得到：53＋27＋42＝122＝该除数×9＋14，下面就好做了。
　　解：
　　因为53＝除数×商1＋余数1；
　　27＝除数×商2＋余数2；
　　42＝除数×商3＋余数3，
　　于是三式相加，得到53＋27＋42＝122＝该除数×9＋14，则除数＝12。
　　53÷12＝4……5；27÷12＝2……3；42÷12＝3……6。
　　：53÷12＝4……5；27÷12＝2……3；42÷12＝3……6。
　　[评注]带余除法把不是等式的除法（带余数）式子，变成了可以运用的等式。
　　[例5] 右图是一个圆心在O，半径是10厘米的圆。以C为圆心，CA为半径画一圆弧。求阴影部分面积。
　　[image: image138.png]



　　[分析]本题其实很简单：
　　阴影部分面积＝半个圆O面积－三角形ABC面积－扇形CAB面积。
　　解：
　　①半个圆O面积＝50π平方厘米。
　　②三角形ABC面积＝（20×10）÷2＝100平方厘米。
　　③由勾股定理，[image: image139.png]AC?= AP +CO?



＝200。
　　④于是扇形CAB面积＝[image: image140.png]


50π平方厘米。
　　⑤所以阴影部分面积＝50π－100－50π＝100平方厘米。
　　：阴影部分面积为100平方厘米。
　　[评注] 用可以直接计算的面积组合出阴影部分面积的表达式。
　　[例6] 三个连续的两位数除以5的余数之和是7，除以7的余数之和是9，除以9的余数之和是15。则这三个数除以11的余数之和是多少？
　　[分析]连续的两位数除以同一数的余数也应该是“连续”的。知道了这一点，就很简单了。
　　解：
　　①因为除以5的余数之和是7，所以这三个数除以5的余数分别为3，4，0；
　　②因为除以7的余数之和是9，所以这三个数除以7的余数分别为2，3，4；
　　③因为除以9的余数之和是15，所以这三个数除以9的余数分别为4，5，6；
　　④只考虑最大的那一个，把两位数中5的倍数排一遍，发现其中25，60，95除以7余数是4；其中只有60除以9余数是6。
　　⑤于是这三个数是58，59，60。
　　则它们除以11的余数分别是3，4，5，和是12。
　　：这三个数除以11的余数之和是12。
　　[评注]熟知余数的性质，同余的知识，并且结合排除或分类的方法，关于数字、余数的问题都应该没有问题。
　　[例7] ΔABC中，∠A＝45度，∠ABC＝30度。ΔBCD中，∠D＝45度，∠DBC＝75度。AB＝15，CD＝15，求四边形ABDC的面积。
　　[image: image141.png]



　　[分析]条件很少，如果学过初中几何，那么我们根据每个三角形的三个角度和一条边的长度，就很容易求出三角形的各个量，但是我们需要正弦和余弦定理的帮助。我们就不得不退而寻求一种“巧妙”的解决途径。
　　我们可以找到两条途径：三角形的移动拼接和利用简单的代数运算。下面我们只介绍其中的代数方法。三角形的移动拼接留作思考题。
　　解：从C向AB作垂线，垂足是E；从B向CD作垂线，垂足是F。
　　我们就发现，这被分成的四个三角形，都是三角板的模样，ΔBCE和ΔBCF是一模一样的。
　　设CE长是x，那么AE＝x，BE＝15－x，CF＝x，FB＝15－x＝DF。
　　那么四边形的面积是[image: image142.png]=
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　　：四边形ABDC的面积是1125。
　　[评注]学过了简单的方程和用未知数表示未知量的知识之后，不但可以用来解决以前很困难的应用的，特别是行程、工程等，而且在几何中也可以找到用武之地。方程的思想是数学中一个非常重要和实用的方法，它是一种工具，而并不是局限于某一类题目的解决上。　
　　[例8] 一项工程，按照工作效率的比例分给甲、乙、丙三个工程队完成，原计划是同时完成。但是若干天之后，甲因为种种原因退出，把它剩下工程的[image: image143.png]


交给乙队完成，[image: image144.png](FRNSY



交给丙队完成。如果仍然要按时完成该工程，乙队就必须将工作效率提高20%，而丙队则必须提高30%，问：甲、乙、丙原来的工作效率之比是多少？
　　[分析]由于该工程是按照工作效率的比例分派的，所以不管工作了几天，三者已经完成了的工作量之比等于三者还剩下的工作量之比，当然都等于他们的效率之比。我们就可以得到甲效率的[image: image145.png]


等于乙效率的20%，而甲的[image: image146.png]w |



等于乙的30%。
　　解：
　　乙效率:甲效率＝[image: image147.png]


: 20%＝5:3
　　丙效率:甲效率＝[image: image148.png]w |



: 30%＝20:9
　　所以甲:乙:丙＝9:15:20。
　　：甲、乙、丙原来的工作效率之比是9:15:20。
　　[评注]如果进一步知道：最后按照对整个工程的实际贡献分配劳务报酬，甲队分到2700元，乙队分到6300元，问丙队应得多少元？你会做吗？（思考题）
　　三、总结
　　本讲中精选了各类数学竞赛的一些典型试题进行分析和解，希望对开拓思路起一点作用。
　　作业
　　除了讲课过程中留给大家的自己思考的问题，下面再给大家留几道练习题目：
　　1、四边形ABCD的面积是9，AE＝EF＝FB,CG＝GH＝HD,那么四边形EFGH的面积是多少？
　　[image: image149.png]



　　解：连接AH,FH,AC,FC
　　所以△ADH的面积＝△ADC面积/3
　　△ BCF的面积＝△BCA面积/3
　　∴△ADH的面积＋△BCF的面积＝四边形ABCD面积的/3
　　因此四边形AHCF的面积＝四边形ABCD面积的2/3
　　又ΔAEH的面积＝△FEH的面积
　　△ HFG的面积＝△CFG的面积
　　∴四边形EFGH的面积＝四边形AHCF的面积/2
　　＝四边形ABCD面积的/3＝3
　　：四边形EFGH的面积是3。
　　2、老同学聚会，互相握手。试证明：至少有两个人握手的次数是相同的。
　　证明：设有n个人参加聚会。
　　①如果有一人没有和任何人握手，则任一人的握手次数将可能在0到n－2之间，共n－1种可能，而共有n个人，于是至少有两个人握手的次数是相同的。
　　②如果没有一人握手次数是0，则任一人的握手次数将可能在1到n－1之间，共n－1种可能，而共有n个人，于是至少有两个人握手的次数是相同的。
　　证毕。
　　3、数学竞赛给出a，b，c三个题目，有25个学生参加竞赛，每个学生至少能解出一道题。在没有解出a题的学生中，解出b题的人数是解出c题人数的2倍。只解出a题的人数比其余解出a题的人数多1，在解出1题的学生中只有一半不能解出a题。求只解出b题的学生人数。
　　解：设只解出a题的同学有x人，则其余解出a题的人数是x－1人；
　　只解出b题和c题的同学有x人。
　　又因为总人数是25，所以只解出b和c的有25－x－（x－1）－x＝26－3x。
　　最后，因为在没有解出a题的学生中，解出b题的人数是解出c题人数的2倍，于是x＋2×（26－3x）＝52－5x是3的倍数。
　　所以x＝2，5或8。
　　带入回题目中，抓住条件：在没有解出a题的学生中，解出b题的人数是解出c题人数的2倍，即可知x＝2，5都不可能，x＝8。
　　26－3x＝2。
　　设只解出b题的有y人，只解出c题的有8－y人
　　于是y＋2＝2（8－y＋2），得到y＝6。
　　：只解出b题的学生人数是6。
　　一、教学内容：
　　小学数学竞赛实际上就是解题能力的竞赛，多做好题是提高解题能力的有效途径。本讲中也是精选了各类数学竞赛的一些典型试题进行分析和解，希望对开拓思路起一点作用。
　　二、例题（见下页）
　　个别例题难度比较大，大家要迎难而上，多多领悟。
　　[例1] 小王在计算一道求七个自然数的平均数（得数保留两位小数）题时，将得数最后一位算错，他的错误案是2183，正确的案应该是多少？
　　[分析]为了得到正确案，我们必须要算出这7个自然数的和是多少。由于正确的案必是介于2180和2189之间，所以这七个数的准确平均数应该在21795和21894之间，之后就好算了。
　　解：
　　1）正确的案必是介于2180和2189之间，所以这七个数的准确平均数应该在21795和21894之间
　　2）于是，这七个自然数的和是介于21795÷7＝152565和21894÷7＝153258之间，所以必然等于153。
　　3）因此，正确的案是153÷7≈2186。
　　：正确的案是2186。
　　[评注]准确把握四舍五入的含义，找出被求量的范围，最终确定被求量。
　　[例2] 有一个两位数，各位数字均非0且同奇偶性，它的平方是一个四位数，它的各位数字也同奇偶性，求这个两位数。
　　[分析]当然应该分奇偶性来讨论，从个位数字入手，最后缩小范围，计算检验。
　　解：
　　首先发现，如果这个两位数各位数字是偶数，那么它个位的平方应该向十位进偶数位；若为奇数，则其个位的平方向十位进位应为奇数。
　　经试验，发现个位只可能是2或8，而且这个两位数大于31。
　　分别计算42，62，82，48，68，88的平方，就得到只有68符合题意。
　　：这个两位数是68。
　　[评注]请大家自己把过程中省略的具体计算过程补完整。
　　[例3] 商场的自动扶梯以均匀速度由下往上行驶，兄妹俩人上楼，兄每分钟跑30级，妹每分钟走10级，结果兄到达楼上时，妹妹恰好到达自动扶梯的正中间，问该自动扶梯每分钟上升多少级？
　　[分析]本题类似于类似于河中行船问题，通过方程更加好做了。
　　解：
　　设自动扶梯每分钟上升x级。
　　兄长的真实速度＝30＋x；妹妹的真实速度＝10＋x，它们的比例就等于2:1。
　　于是x＝10级。
　　：该自动扶梯每分钟上升10级。
　　[评注]要学会在表面形式不同的题目间找到共同点，善于联想、举一反三。
　　[例4] 现有两个工程A和B需要完成，甲工程队独立完成A工程需要15天；乙工程队独立完成A工程需要10天，独立完成B工程需要6天。现在由甲队全体和乙队的一部分人来完成A工程，乙队剩下的一部分人完成B工程，两工程同时开工，则当乙队参与A工程的人数占乙队全体的比例是多少时，才能保证两个工程同时完成？
　　[分析]只要看清题意，列出方程，一切迎刃而解。
　　解：
　　设乙队有占比例x的人参与了A工程的完成。
　　由于两个工程同时开工，同时完成，所以工作效率相等。
　　所以[image: image150.png]
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×x＝[image: image152.png]


×（1－x）
　　x＝[image: image153.png]


。
　　：乙队参与A工程的部分占乙队全体的比例是[image: image154.png]


时，才能保证两个工程同时完成。
　　[评注]方程是一个非常常用的工具，设出未知数也会使我们的思路变得清晰了很多。
　　[例5] 老师在黑板上写下数1，2，接着每个学生按照下面规则写数：对黑板已经写好的2个不同的数x,y，它可以写出xy＋x＋y。
　　①试写出（除1，2外）前6个可以写出的数。
　　②试问1791能否按照上述规则写出来？说明理由。
　　[分析]第一问非常简单，第二问就需要在第一问的基础上寻找规律了。
　　解：
　　①5，11，17，23，35，47。（只要包含5，11，17就可以）
　　②首先分析以上数字，得到一个结果：这些数字中除了1之外，其余的数字对3的余数都是2。
　　证明：
　　如果x，y都对3余2，则xy＋x＋y对3也余2。（余数的运算，大家自己完成）
　　如果x，y一个对3余2，另一个对3余1，则xy＋x＋y对3还余2。（也请大家自己完成）
　　所以，除了1以外，以后计算出的数都对3余2。
　　而1791对3余0，因此不可能按照上述规则写出来。
　　：①5，11，17，23，35，47。
　　②不可能按照上述规则写出来。
　　[评注]一定要学会先计算，然后从数字中寻找规律；先猜想，后证明；以及从同余的方向出发考虑问题的方法。
　　[例6] 有一批零件，甲、乙两种车床都可以加工。如果甲车床单独加工，可以比乙车单独加工提前10天完成任务。现在用甲、乙两车床一起加工，结果12天就完成了任务。如果只用甲车床单独加工，需要多少天完成任务？
　　[分析]一看就知道应该用方程，设甲车床x天完成任务，则乙车床x＋10天完成。方程就好列了，但是难解，是一个分式方程，通分之后还不是一次的，这里就看大家的能力了。
　　解：
　　设甲车床x天完成任务，则乙车床x＋10天完成
　　则[image: image155.png]
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　　于是，x大于14，小于24。因此，把x＝15到23代入上式计算，很快知道x＝20。
　　：如果只用甲车床单独加工，需要20天完成任务。
　　[评注]其实，二次方程的标准解法大家在初中会系统的学到，也不可能是像本题一样的试验，碰到解是分数怎么办？但是大家也要学会巧用笨拙的工具造出实用的方法，解决新的问题。
　　[例7] 已知最简分数[image: image158.png]=3



可以表示成：[image: image159.png]m



,试说明分子m是质数89的倍数。
　　[分析]这是一道证明题，请大家注意证明的规范。本题较难，大家可能可以看出大概的思路来，但是说理上就可能漏洞百出，叫别人看不明白。
　　[证明]
　　因为
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　　所以
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是最简的，而且A和B是两个确定的数，89不能整除B。
　　因此，mB＝89nA，得到89整除m。
　　证毕。
　　[评注]注意证明的规范，说理的明白，也要体会整除类问题化成乘法式子来分析的方法。
　　[例8] 甲、乙、丙三个班向希望工程捐赠图书，已知甲班有1人捐6册，有2人各捐7册，其余都各捐11册；乙班有1人捐6册，3人各捐8册，其余各捐10册；丙班有2人各捐4册，6人各捐7册，其余各捐9册。已知甲班捐书总数比乙班多28册，乙班比丙班多101册，各班捐书总数在400册到550册之间，问三个班各有多少人？
　　[分析]看上去本题很难，条件很乱。但是题目可以变化成这样：甲数是20加上11的倍数，乙数是30加上10的倍数，丙数是50加上9的倍数；甲数比乙数大28，乙数比丙数大101，且三数都在400到550之间，求三数。条件集中了，也就简单了。
　　解：
　　1）甲班捐书总数比丙班大28＋101＝129。所以丙班捐书总数小于等于550－129＝421。
　　2）又因为丙班捐书总数大于等于400，且减去50之后是9的倍数，所以丙班捐书总数＝401，410或419。
　　3）要使得乙班捐书总数是10的倍数，所以丙班捐书总数的尾数是9，所以丙班捐书总数＝419，乙班捐书总数＝520，甲班捐书总数＝548。
　　4）丙班人数＝49，乙班人数＝53，甲班人数＝51。
　　：丙班人数49人，乙班人数53人，甲班人数51人。
　　[评注]难题需要的是突破口和耐心，以及把条件简化的能力。
　　三、总结
　　做题目要体会，要反复琢磨，不能浅尝辄止。
　　作业
　　除了讲课过程中留给大家的自己思考的问题，下面再给大家留几道练习题目：
　　1、有一池泉水，泉底不断涌出泉水，且每小时涌出的水一样多。如果用8台抽水机，那么10小时能把全部泉水抽干；如果用12台抽水机，那么6小时能把全部泉水抽干。如果用14台抽水机，那么多少小时能把全部泉水抽干？
　　解：设总水量为“1”，每台抽水机每小时抽水x，每小时泉底涌出水量y，则：
　　8×10x=1+10y；12×6x=1+6y。
　　所以x=1/60，y=1/30。
　　于是再设用14台抽水机，n小时能把全部泉水抽干
　　14×nx=1+ny。
　　因此n=5。
　　：用14台抽水机，那么5小时能把全部泉水抽干。
　　2、70个数排成一排，除了两头的两个数外，每个数的3倍恰好等于它两边两个数的和。已知最左边的几个数是：0，1，3，8，21，…问：最右边一个数除以6的余数是多少？
　　解：考虑对6的余数是0，1，3，2，3，1，0，5，3，4，3，5，0，1，3，2，3，1，0，5，3，4，3，5… 以12为一个周期。 70÷12=5…10。
　　：最右边一个数除以6的余数是4。
　　3、长为400米的圆形跑道上，有相距100米的A，B两点，甲、乙两人分别从A，B两点同时相背而跑，两人相遇后，乙即转身与甲同向而跑，当甲跑到A时，乙恰好跑到B。如果以后甲、乙的速度和方向都不变，那么当甲追上乙时，甲从起点A开始，共跑了多少米？
　　解：乙在相遇前和相遇后跑回B点的过程中，所跑的速度相同，路程相同，所以时间相同；于是甲在相遇前和相遇后跑回B点的过程中，所跑的速度相同，也得出路程相同，时间相同。
　　因此，甲跑200米的同时，乙跑了100米，速度比是2：1。
　　最后一段过程中，甲要追乙300米，因此自己要跑600米。
　　加上已经跑了400米，所以共跑了1000米。
　　：当甲追上乙时，甲从起点A开始，共跑了多少米。
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