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拓展讲座——第01讲 枚举法

　　一、教学内容：
　　本讲讲解各种用枚举法解决的与整数的分拆，数字的排列与选取，几何图形的剪拼等相关的计数问题。
　　枚举法解题的基本方法是：按照某种规律一一列举问题的有限个解；或者是把研究对象划分为不重复、不遗漏的若干类一一解决，从而得到原问题的解。
　　枚举法的思想方法是分类，数学中非常重要的想法。
　　[例1]　有下面两组卡片：
　　
　　[分析]这道题是纯粹利用枚举法解决的简单题目。把不同的取法列出来，计算和就可以了。
　　解：(A) 取3，(B) 取2，4，6：和为5，7，9。
　　(A) 取5，(B) 取2，4，6：和为7，9，11。
　　(A) 取7，(B) 取2，4，6：和为9，11，13。
　　所以S=5，7，9，11，13。
　　：不同的S共有5个。
　　[评注]1．当然我们还可以利用这两组数的规律来做：都是等差数列，公差为2，所以和也是等差数列，公差也是2（你会证明吗？）。于是只要求出最大的是13，最小的是5，然后(13?5)/2?1=5个。
　　2．枚举法要按照一定的规律：我们是按照(A)的取法来分类的，这和我们正常的取法一致。
　　[例2]　用1、2、3、4这四个数字组成没有重复数字的四位数[image: image1.png]abod



，如果a≠4，b≠3,c≠2且d≠1,那么满足上述条件的四位数一共有多少个？
　　[分析] 分类、枚举、筛选是解决这类组合计数问题的基本思路。
　　解：依照题意，因为a≠4，所以分三类讨论：
　　① 首位数字a=1，百位数字b可取2或4，于是可以画出“树形图”如下：
　　[image: image2.png]



　　再考虑十位数字c的限制条件，画出树形图如下：
　　[image: image3.png]



　　最后考虑个位数字的限制条件，可以画出如下树形图：
　　[image: image4.png]



　　有3个，1234、1243和1432。[视频课程集锦：http://zkikaoticn/shop/zxxhtm]
　　②首位数字a=2时，请大家自己完成树形图，时时刻刻注意限制条件。有3个。
　　③ 首位数字a=3时，也请大家自己完成。也是3个。
　　：总计有9个。
　　[评注]1．本题实际上是著名的“错装信封的问题”。
　　2．不利用枚举，利用排列组合你会做吗？
　　[例3]　 6份同样的礼物全部分给4个孩子，使得每个孩子至少获得1份礼物的不同分法有多少种？
　　[分析] 仍然是采取枚举的方法。具体如下：
　　解：每人分得1份之后还余下2份，所以每人最多分得3份。
　　① 第1个孩子分得1份：
　　第二个孩子分得1份，于是，第三个孩子可以分得1～ 3份。
　　第二个孩子分得2份，于是，第三个孩子可以分得1～2份。
　　第二个孩子分得3份，于是，第三个孩子可以分得1份。
　　共有6种。
　　② 第1个孩子分得2份：
　　第二个孩子分得1份，于是，第三个孩子可以分得1～2份。
　　第二个孩子分得2份，于是，第三个孩子可以分得1份。
　　共有3种。
　　③ 第1个孩子分得3份：
　　第二个孩子分得1份，于是，第三个孩子可以分得1份。
　　共有1种。
　　：共有10种。
　　[评注] 1．有没有更简单的枚举方法？提示：只考虑多出的2份礼物。
　　2．可以用排列组合的方法简单计算吗？作为思考题。
　　3．请大家自己画出这道题的树形图。
　　[例4]　某一天中，经理有4封信要交给打字员打。每次他都将要打的信放在打字员信堆的上面，打字员有时间就将信堆最上面的信取来打，假定4封信按照经理放在信堆上时间的先后顺序依次为1，2，3，4，则打字员所有可能的打信顺序共有多少种？（如1234，4321是可能的打信顺序，但是4123不可能）
　　[分析] 首先要注意题目的意思，1234表示在第1封信放上之后、第2封信放之前打字员打了第1封信，在第2封信放上之后、第3封信放之前打字员打了第2封信，在第3封信放上之后、第4封信放之前打字员打了第3封信，最后在第4封信放上之后打了第4封信。大家自己考虑一下4321的顺序究竟是怎么打的。
　　仔细分析之后，我们可以得到如下的一个结论：所有排在某一封信后面的比其小的那些信必须是倒序排列的，也就是说是顺序颠倒的。比如说4321里面，排在4之后的1、2、3信的顺序是3，2，1；排在3之后的1、2信的顺序是2，1。
　　得到性质之后，利用枚举法就好做了。
　　解：① 排在第一的是1：
　　排在第二的是2，排在第三的是3或4。
　　排在第二的是3，排在第三的是2或4。
　　排在第二的是4，排在第三的是3。有5种。
　　② 排在第一的是2：
　　排在第二的是1，排在第三的是4或3。
　　排在第二的是3，排在第三的是4或1。
　　排在第二的是4，排在第三的是3。有5种。
　　③ 排在第一的是3的情况大家自己完成。3种。
　　④ 排在第一的是4。之后必然是3，2，1的顺序。1种。
　　：共有14种。
　　[评注]枚举不是盲目的，要在得出一些性质之后就简单了。
　　[例5]　小明用70元钱买了甲、乙、丙、丁4种书，共10册。已知甲、乙、丙、丁这4种书每本价格分别为3元、5元、7元、11元，而且每种书至少买了1本。那么共有多少种不同的购买方法？
　　[分析] 由于总钱数一定，所以当然应该从最贵的书枚举起。
　　解：每种书各一本需要　　元。所以，小明　　元买了6册书。
　　① 丁买了1册：
　　丙买了0册，甲、乙5册花了33元（5?5=25?33不可能）。
　　丙买了1册，甲、乙4册花了26元（5?4=20?26不可能）。
　　丙买了2册，甲、乙3册花了19元（5?3=15?19不可能）。
　　丙买了3册：甲、乙2册花了12元（5?2=10?12不可能）。
　　丙买了4册：甲、乙1册花了5元，即乙1册，甲0册。有1种。
　　② 丁买了2册：
　　丙买了0册，甲、乙4册花了22元（5?4=20?22不可能）。
　　丙买了1册，甲、乙3册花了15元，即乙3册，甲0册。
　　丙买了2册，甲、乙2册花了8元，即乙1册，甲1册。有2种。
　　③ 丁买了3册：
　　丙买了0册，甲、乙3册花了11元，甲2册，乙1册。
　　丙买了1册，甲、乙2册花了4元，不可能。有1种。
　　④ 丁买了4册：甲、乙、丙都没买。有1种。
　　⑤ 丁没买，因为7?6=42?44，所以不可能。
　　：共有4种。
　　[评注]1．有限制的枚举、筛选问题要多想一想，争取使得枚举变得简单一些。
　　2．千万别忘了某种书没买的情况。
　　3．本题和整数分拆相关。 [视频课程集锦：http://zkikaoticn/shop/zxxhtm]
　　[例6]　一个两位数乘以5，所得的积的结果是一个三位数，且这个三位数的个位与百位数字之和恰好等于十位上的数字。问一共有多少个这样的数？
　　[分析] 由于个位数字是0或者5，于是依此枚举就好做了。
　　7．11和13三个数连乘能够得到1001，同学们可以自己在下面算一算。这是一个非常接近整千的数，这样一来题目就变得简单多了。
　　解： 首先，这个三位数必然小于等于99×5=495。
　　① 个位是0：于是百位和十位数字相等。
　　就有110，220，330，440。
　　② 个位是5：于是十位数字=百位数字+5。
　　165，275，385，495。
　　：共有8个这样的数。
　　[评注] 1．这道题很简单，但是千万注意不能出现500以上的数。
　　2．分类思想很重要，可以在每一类中简化题目。
　　[例7]　用7张长2分米、宽1分米的长方形不干胶，贴在一张长7分米、宽2分米的木板上，将其盖住，共有多少种不同的拼贴方式？在这里，如果两种方案可以通过旋转而互相得到，那么就认为是同一种。[视频课程集锦：http://zkikaoticn/shop/zxxhtm]
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　　[分析]所有的不干胶有两个方向：和盖住1、8一样的称为竖的，和盖住1、2一样的称为横的。我们应该按照不干胶横竖的不同个数来分类。横的不干胶必是偶数个，成对出现。
　　解：分类讨论如下：
　　① 横的0个，竖的7个。只有1种。
　　② 横的2个，竖的5个。有3种：横的占1、2；2、3；3，4。
　　③ 横的4个，竖的3个。有6种：横的占1、2和3、4；1、2和4、5；1、2和5、6；1、2和6、7；2、3和4、5；2、3和5、6。
　　④ 横的6个，竖的1个。有2种：竖的占1、8；3、10。
　　：共有12种不同的拼贴方法。
　　[评注]先发现拼法的某些特点，本题就好做了。
　　[例8]　用对角线把正八边形剖分成三角形，要求这些三角形的顶点是正八边形的顶点，那么共有多少种不同的方法？在这里，如果两种剖分方法可以通过恰当的旋转、反射，或者旋转加反射而互相得到，那么就认为是同一种。
　　　　　　　　[image: image6.png]



　　[分析]这道题比较难，我们的入手处是对角线。本图中的对角线有三类：和AC长度一样的，称为Ⅰ型；和AD长度一样的，称为Ⅱ型；和AE长度一样的，称为Ⅲ型。首先发现，剖分时不可能只有Ⅰ型。于是我们分成两类来考虑剖分：有Ⅲ型的对角线；只有Ⅰ型和Ⅱ型的对角线。然后就简单多了。
　　解：① 有Ⅲ型的对角线：根据对称性，不妨设为AE，然后来分析八边形的一半（五边形）的剖分方式。简单分析下来，有以下三种：
　　[image: image7.png][ONEZ559)
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　　搭配情况如下：
　　⑴和⑴：2种。⑵和⑵：1种。⑶和⑶：2种。
　　⑴和⑵：1种。⑴和⑶：2种。⑵和⑶：1种。共9种。[视频课程集锦：http://zkikaoticn/shop/zxxhtm]
　　 ② 只有Ⅰ型和Ⅱ型的对角线：共3种，请大家自己完成。9＋3=12。
　　：共12种。
　　[评注]难题需要体会，大家自己把图形旋转、反射、或旋转加反射多想想，体会重合的情况是什么样的。
　　三、总结：
　　本讲讲解各种用枚举法解决的与整数的分拆，数字的排列与选取，几何图形的剪拼等相关的计数问题。
　　枚举法解题的基本方法是：按照某种规律一一列举问题的有限个解；或者是把研究对象划分为不重复、不遗漏的若干类一一解决，从而得到原问题的解。
　　 枚举法的思想方法是分类，数学中非常重要的想法。　
　　作业：
　　除了讲课过程中留给大家的自己思考的问题，下面再给大家留几道练习题目：
　　1．现有1分、2分和5分的硬币各4枚，用其中的一些硬币支付2角3分钱，一共有多少种不同的取法？
　　解：总共有（1+2+5）×4=32分，剩下32-23=9分。可以只考虑剩下的钱数。 9分：5+2+2；5+2+1+1；5+1+1+1+1。3种。 9分：2+2+2+1+1+1；2+2+2+2+1。2种。
　　：一共有5种不同的取法。
　　2．有25本书，分成6份。如果每份至少一本，且每份的本数都不相同，有多少种分法？
　　解：假设每份的本数从小到大排列。因为2+3+4+5+6+7=27>25，所以其中必有1。又因为3+4+5+6+7=25>25-1=24。所以其中也有2。4+5+6+7=22=25-1-2=22，所以没有3的情况只有一种：1，2，4，5，6，7。
　　下面是有1，2，3的情况：
　　有4的情况：
　　1，2，3，4，5，10；1，2，3，4，6，9；1，2，3，4，7，8。3种
　　没有4的情况：
　　1，2，3，5，6，8．1种
　　：共有5种。
　　3． 甲、乙两人打乒乓球，谁先连胜两局谁赢；如果没有人连胜头两局，则谁先胜三局谁赢，打到决出输赢为止，那么一共有多少种可能的情况？
　　解：
　　1．甲甲/乙乙；2种。
　　2．甲乙/乙甲，甲甲/乙乙；2×2=4种。
　　3．甲乙/乙甲，甲乙/乙甲，甲/乙。2×2×2=8种。
　　所以共有8+4+2=14种。
　　：共有14种可能的情况。
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