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拓展讲座——第07讲 数阵图初步
　　今天我们来学习一些比较基本的数阵图，通常是要求把一些给定的数填到某个图形中，主要的条件就是某些线段或者是圆上各个数的和相等。
　　利用的方法主要就是通过不同的方式计算数阵图中数的总和，通过对两种不同方法求出的总和进行比较，利用某些特殊位置的数被多次计算这一性质来解题。
　　对于比较复杂的题目，通常不能直接得到结果，还需要在几种可能结果之间进行试算，这时尤其要注意，集中注意力避免错误的产生。
　　[例1]　将从1到7这7个数分别放到右边图形中的圆圈中，使得每一条线段上的3个数的和都相等。
　　
　　[分析]首先要找出特殊的圆圈，显然除了正中间的一个之外，其他六个圆圈都只在一条线段上，只有正中间的圆圈同时位于全部的3条线段上。3条线上3个数的和相等，那么加起来应该是和的3倍。
　　每个和是3个数加起来得到的，那么3个和的总和就应该是9个数相加得到的，一共只有7个圆圈，为什么会有9个数呢？
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　　解：显然是由于中间圆圈中的数比较特殊——这个数被算了3次，也就是多算了两次。写出关于3条线段上数的和来:
　　1＋2＋3＋4＋5＋6＋7＋2×中间圆圈中的数×3＝每条线段上3个数的和
　　28＋2×中间圆圈中的数＝3×每条线段上3个数的和
　　经过观察可以发现，为了让等式的左边也是3的倍数，中间的数就只能是1、4和7。对于每一种情况，都可以写出一种填法。比如中间填1，就可以分别把2和7、3和6、4和5这3对数分别填到每条线段剩下的两个圆圈中。
　　[评注] 一定要注意，如果只是把某一对数的位置进行交换，或者是把不同的数对的位置交换，只要中间的数没有变，就只算做一个案。[视频课程集锦：http://zkikaoticn/shop/zxxhtm]
　　[例2]　将10到20这11个数分别填到右边的图形里面，使得每一条线段上的3个圆圈里面的数和都相同，一共有几种不同的填法？
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　　[分析] 同样大家还是来一起看一下整个图形中哪个圆圈是特别的？它的特别之处在哪里？
　　显然是位于最中间的那个圆圈，除了它之外，每个圆圈都只在一条线段上，而这个圆圈却同时位于5条不同的线段上。
　　同时题目中还提到每条线段上3个圆圈中的数相等，于是大家要双管齐下，从中间圆圈和线段上的数的和两个方面进行考虑。
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　　解：同上一道题目相同，还是要把每条线段上的3个数的和都加在一起，然后通过分析中间圆圈中的数来求出案。注意：中间圆圈中的数同其他数相比，一共“多”算了4次。
　　（10＋11＋12＋…＋20）＋4×中间圆圈中的数＝5 ×每条线段上数的和
　　____________＋4 ×中间圆圈中的数＝5× 每条线段上数的和
　　显然等式右边是一个5的倍数，于是左边同样也应该是5的倍数。那么中间圆圈中的数可以选哪些数呢？
　　经过观察可以发现，只有当中间数是：__________ ___________________时，才能满足题目的条件。
　　下面举一个例子具体的来填，至于其他的案，大家在课后一定要自己动手做一下。
　　[评注]同样要注意，如果只交换位置，而中间数没变，还是只算做一个案。
　　[例3]　将从1到6这6个数填到右边图形的6个圆圈中，使得三角形每条边上的3个圆圈中数的和都相等。
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　　[分析]首先可以看出，题目中不止有一个圆圈位于两条线段上，实际上三角形三个顶点上的3个圆圈都分别位于两条不同的边上，而每条边中间的圆圈只属于一条边。
　　同样3条边上3个数的和也相等，因此可以把全部6个圆圈分成两类：只属于一条边的和同时属于两条边的。仍然按照前面题目的解法把每条边上的和加在一起。
　　解：这里为了方便起见，把6个数分别称做：“边上的”和“角上的”。 “边上的”3个数的和＋2 ×“角上的”3个数的和 ＝ 3 ×每条边上3个数的和 1＋2＋3＋4＋5＋6＋“角上的”3个数的和＝3 × 每条边上3个数的和 21 ＋“角上的”3个数的和 ＝ 3 × 每条边上3个数的和 可以看出，必须要让3个顶点上的数的和是3的倍数才行。从1、2、3、4、5、6中取出3个数，并且这3个数的和是3的倍数：那么最小的可能是1、2、3，最大的就是4、5、6。由上面的算式可以看出，每条边上3个数的和最小可能是9，这时3个顶点上分别是1、2、3；最大可能是12，这时3个顶点上分别是4、5、6；
　　[评注]老师只写出了两种不同的案，大家想一想，还有没有其他的结果？当每条边上的3个数的和分别是10和11的时候，有没有正确的案，到底有几个不同的案，希望大家能够在课下认真地想一下。
　　[例4]　将从1到8这8个数填到右边图形的8个圆圈中，使得每个大圆上的5个小圆圈中数的和都等于20。
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　　[分析]可以看出只有最中间的两个圆圈比较特别，它们两个同时位于两个不同的大圆上，而其他的6个圆圈都只在某一个大圆的上面。同样还是用两种不同的方法求出和来，然后再进行比较。
　　解：这里为了方便，用“中间数”来称呼同时位于两个大圆上的这两个小圆圈中的数。同其他6个圆圈中的数相比，这两个“中间数”都被“多算了”一次。
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　　下面进行求和：
　　1＋2＋3＋4＋5＋6＋7＋8＋两个“中间数”的和 ＝ 2 × 20 ＝ 40
　　36 ＋ 两个“中间数”的和 ＝ 2 ×20 ＝ 40
　　这样一来，两个“中间数”的和就肯定是等于4了，显然从1到8中只有1＋3=4，于是中间的两个圆圈中就应该填1和3，每个大圆剩下的3个圆圈中的数加起来就应该是16。
　　[评注]对于每个大圆上的5个数和是20的情况，已经写出了一个案，那么大家想一想，如果去掉和是20这个条件，变成两个大圆上的5个数的和相等，又会出现什么情况，这就是我们作业中的一道题目，希望大家能够找出全部可能的案。
　　[例5]　右边的图形中一共有6条线段，将9个连续的自然数（其中一个是6）放到右边的9个圆圈中，使得每条线段上的圆圈中的数加起来都等于23。
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　　[分析]要首先来看一下这6条线段。其中______条上有3个圆圈；______条上有两个圆圈。对于这9个圆圈来说，除了包含6的圆圈之外，其他8个都同时在两条线段上。于是全部圆圈中的数就分成两类，可以分别叫做“1线数”和“2线数”，它们分别被算了1次和两次，换句话说，“1线数”比“2线数”少算了一次。
　　解：同样还是利用分别求和再比较的方法解题。要注意的是，由于情况比较复杂，计算的时候一定要更加小心。
　　“1线数”＋全部“2线数”的和 × 2 ＝ 23 × 6＝ 138 显然138＋“1线数”，也就是138＋6＝144，就等于全部9个连续自然数的和的两倍。于是这9个连续自然数的和就是144÷2＝72。
　　这9个连续自然数就是4、5、6、7、8、9、10、11、12。显然最右边的两个圆圈中只能填11和12才行。于是和6在一个线段上的另外两个数就只能是7和10或者是8和9，分别填到图中进行试验。
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　　[评注]对于复杂的题目，可能经过分析之后还不能马上得出案，这时就需要对几种可能的情况进行试算，通常这时最容易马虎出错，大家一定要注意。
　　[例6]　右边的图形中一共有7个小圆圈，在每个里面都填上一个自然数，使得相邻两个圈中的数的差就是这两个圈中间标出来的数，并且全部7个数的和是737。
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　　[分析]首先从最上面的数开始，假设顺时针方向数的话，后边的数都比前边的大，这样就会得到：
　　最上面的数＋1＋2＋3＋4＋5＋6＋7 = 最上面的数。
　　也就是最上面的数＋28 = 最上面的数。这显然是不对的，肯定算式中有些数是减。
　　最上面的数＋1＋2＋3＋4＋5＋6＋7 = 最上面的数[视频课程集锦：http://zkikaoticn/shop/zxxhtm]
　　显然填减的方式不只一种，可以分别在1、6、7；2、5、7；3、4、7；3、5、6；这4组不同的数前面加上减，那么哪一种才对呢？
　　解：这如果7个圆圈中的每个数都减去1，那么它们之间的差仍然不变，同时这7个数的和减少7，也就是说这7个数的总和被7除的余数是不变的。
　　737 ÷7 ＝105 … 2 ；
　　这样我们就可以用比较小的数来试算，看一下那些数的和被7除余2。然后再把这7个数分别加上一个相同的数，使得总和是737。
　　对于上面的4种填减的方式分别进行试算：
　　[image: image10.png]



　　[评注] 对于本题来说，找到解题的关键——7个数的总和除7余数不变，还不能说取得了成功，只有经过认真仔细的试算之后，才能找到正确的案。后边的3中可能就留给同学们去算，看一看还有没有其他的案？
　　[例7]　右边的图形中一共有10个方格，现在把10个连续的自然数填到里面（9是这10个自然数中第三大的），每个方格填一个。如果要求图中的3个2 ? 2的正方形中的4个数加起来的和都相等，那么这个和最小可能是多少？
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　　[分析]要首先确定是哪些数被填到了空格中，9是十个数中第三大的，想一想。显然这10个连续的自然数应该是从______到______。
　　显然只有两个土黄色的方格中的数被算了两次。同样是分别求和。
　　解：为了方便，就把两个土黄色方格中的数叫做“两次数”表示它们被算了两次。
　　（2＋3＋4＋5＋6＋7＋8＋9＋10＋11）＋两个“两次数”的和=3?正方形中4个数的和 65 ＋ 两个“两次数”的和 ＝ 3 × 正方形中4个数的和显然等左边应该是一个3的倍数，于是这两个“两次数”的和最少也得是4，或者是7、11、14等。如果和是4，显然是不可能的。于是和最少也是7。
　　每个正方形中4个数的和就是：（65 ＋ 7）÷ 3 ＝ 72 ÷3 ＝24。两个“两次数”可以是2和5或者是3和4。下面就假设两个“两次数”分别是3和4，写出一种可能的填法。
　　[评注]对解只给出了一种填法，你还能找出更多的填法吗？如果两个“两次数”分别是2和5，还有没有新的填法？
　　[例8]　右边的图形中一共有10个圆圈，现在要把从0到9这10个数分别填到每个圆圈中，并且要让每个阴影三角形的3个顶点上的数加起来的和相等。
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　　[分析]一共有6个阴影三角形，每个三角形有3个顶点，于是一共就有18个顶点，但是图形中一共只出现了10个圆圈，这是为什么？
　　通过对图形的仔细观察，可以发现有6个圆圈（土黄色的）都在两个不同的三角形上，还有一个蓝色的圆圈是在三个不同的三角形上。
　　如果去掉三角形3个顶点上的数加起来和相等的条件，那么全部6个和最大可能是多少，最小又是多少？
　　解：要想让和最大，显然应该把9填到蓝色的圆圈中，同时把0、1、2填到三个角上，这时总和是：
　　（0＋1＋2＋…＋9）×2＋9－0－1－2 ＝ 45×2＋9－3 ＝ 90＋6 ＝ 96
　　要想让和最小，显然应该把0填到蓝色的圆圈中，同时把9、8、7填到三个角上，这时总和是：
　　（0＋1＋2＋…＋9）×2＋0－9－8－7＝ 45×2－24＝90－24＝ 66
　　现在要求每个三角形的和都相等，于是全部6个和加起来的总和就是6的倍数。于是总和只能是：66、72、78、84、90、96。这样的到每个三角形上的三个数的和分别是： 11、12、13、14、15、16。
　　如果和是16，那么三个角上分别填上0、1、2，正中间填9，于是有0的三角形上最大只能填7和8，不够16，矛盾。同样和是11也不可能。
　　如果和是13，可以从0到9这10个数中分别挑出3组数，每组三个，和都是13，这样剩下的就是45－39＝6，放到中间的蓝色圆圈中。而这3组数就是：0、4、9；1、5、7和2、3、8。分别填到图中就能满足条件。
　　[image: image13.png]



　　[评注]大家可以试一下，还有没有其他可能的案？
　　三、总结：
　　通过对前面例题的学习，大家初步的掌握了基本数阵图的解题方法和思路。还要再次强调的是，对于比较复杂的题目，如果出现需要进行分类计算的情况，一定要按照顺序进行，做到心中有数，这样才能做对。
　　最后还要想一下，是不是自己求出来的就是唯一的案？如果改变题目条件中的数的大小，结果又会变成怎样？只有主动思考，举一反三，才能够真正领会题目的内涵。
　　作业：
　　1．把从1到9这9个数分别填到右边图形的圆圈中，使得每条线段的3个圆圈中数的和相等。
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　　解：中间数同时在4条直线上，被计算了4次。
　　（1＋2＋3＋4＋5＋6＋7＋8＋9）＋中间数 ×3＋4 × 线段上数的和 45 ＋中间数 × 3＋4 × 线段上数的和等式右边是4的倍数，左边也应该是4的倍数，只有当中间数是1、5、9时才行。这时每条线段上3个圆圈中的数的和分别是12、15、18。每条线段上除了中间的数之外分别填：
　　中间数是1： （2、9）；（3、8）；（4、7）；（5、6）；
　　中间数是5： （1、9）；（2、8）；（3、7）；（4、6）；
　　中间数是9： （1、8）；（2、7）；（3、6）；（4、5）；
　　2．将从3到10这8个数填到右边图形的8个圆圈中，使得正方形每条边上的3个圆圈中数的和都相等。
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　　解：正方形4个角上的4个圆圈中的数都被算了两次，而四条边中间的4个数都只算了一次。
　　（3＋4＋5＋6＋7＋8＋9＋10）＋ 四个角上的4个数的和＝ 4 × 每条边上3个数的和
　　52 ＋四个角上的4个数的和 ＝ 4 ×每条边上3个数的和
　　等式右边是4的倍数，左边也应该是4的倍数，只有当四个角上4个数的和是4的倍数时才行，于是4个角上4个数的和最小就可以是：3＋4＋5＋8＝20；最大可以是：10＋9＋8＋5＝32，得到每条边上3个数的和分别是：18、19、20、21。下面给出4个分别满足以上条件的填法：
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　　3．将从1到8这8个数填到右边图形的8个圆圈中，使得每个大圆上的5个小圆圈中数的和都相等。
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　　解：中间两个圆圈都被计算了两次，分别求和：
　　（1＋2＋3＋4＋5＋6＋7＋8）＋两个中间数的和
　　＝ 2 × 每个大圆上5个小圆圈中数的和
　　36 ＋ 两个中间数的和 ＝ 2 ×每个大圆上5个小圆圈中数的和
　　等式右边是一个偶数，于是两个中间数的和也应该是偶数。
　　显然最小可以是：1＋3＝4；最大可以是8＋6＝14，得到每个大圆上的数的和最小为：（36＋4）÷2 ＝20；最大为：（36＋14）÷ 2＝25；下面对于每个可能的结果都给出了一个案。
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