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下 册

　　同学们，大家好。
　　今天我们要学习的内容是关于如何求直线形的面积。什么叫直线形呢？比如三角形、正方形、长方形等图形，构成这些图形的线都是直线，所以我们把这些图形称为直线形，同学们还能举出多少个直线形的例子呢？请大家更多的关注你身边都有哪些图形？
　　既然今天要讲直线形面积，当然要知道三角形、正方形和长方形等一些基本图形的面积计算方法，可能大家在各自的小学已经学过了，那就先请大家回忆一下三角形、长方形、正方形、平行四边形和梯形的面积计算公式吧。
　　但是我们今天所讲的直线形面积可不是给同学们一些长度，让大家根据公式来计算面积，那我们今天主要是学习哪些内容和方法呢？
　　教学内容：
　　各种具有一定综合性的直线形面积的问题，重点是研究同底或同高的两个三角形面积之间有什么样的关系。
　　好了，我们一起来看第一个例题：
　　例1　如图1-1，三角形ABC的面积是36，D是BC上一点，且CD=2BD，求三角形ACD的面积。


　　分析：一般来说，要求一个三角形的面积，就应该知道这个三角形的底和高。但在这个题目中，并没有告诉我们三角形的底和高，惟一的条件就是三角形ABC的面积，那看来我们只能通过两个三角形的面积关系来求三角形ACD的面积了。
　　详解：如图1-2，作BC边上的高AE，根据三角形的面积公式，可得：
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　　三角形ABC的面积等于BC×AE÷2；
　　三角形ACD的面积等于CD×AE÷2
　　因为CD=2BD，如果我们把BD看成1份，那么CD就是2份，BC的长度就是3份，所以CD相当于BC的[image: image2.png][FR NS



，即CD=[image: image3.png][FR NS



BC。
　　于是我们有CD×AE÷2×=[image: image4.png][FR NS



BC×AE÷2，又因为三角形ABC的面积等于36，即BC×AE÷2=36，那么[image: image5.png][FR NS



BC×AE÷2=[image: image6.png][FR NS



×36=24
　　所以三角形ACD的面积等于24
　　评注：其实同学们可以对比一下上面提到的两个三角形的面积，因为两个三角形的高是一样的，所以三角形ACD与三角形ABC的面积比就等于它们的底边CD和BC的比。
　　另外，我们还可以用类似的方法得到三角形ACD的面积等于三角形ABD的面积的两倍，然后再用和倍问题的方法进行计算。
　　例2　如图1-3，三角形ABC的面积是180平方厘米，D是BC的中点，AD=3AE，EF=3BF，求三角形AEF的面积。（《华罗庚学校数学思维训练导引》小学五、六年级分册五年级下学期第16讲第1题）。

[image: image7.png]B 1-3




　　分析：这个题和上一个例题有相似之处，只不过多了几步而已，我们只需要一步步的求出相关三角形的面积，就可以得到正确的结果。
　　详解：因为D是BC的中点，所以三角形ABD的面积是三角形ABC的面积的一半，即180×[image: image8.png]


=90平方厘米；
　　又因为AD=3AE，所以三角形ABE的面积是三角形ABD的面积的[image: image9.png]


，即90×[image: image10.png]


=30平方厘米；
　　又因为EF=3BF，所以三角形AEF的面积是三角形ABE的面积的[image: image11.png]e



，即30×[image: image12.png]e



=225平方厘米。
　　评注：我们在弄清楚几个三角形之间的面积关系后，当然可以直接用180×[image: image13.png]


×[image: image14.png]
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=225直接得到最后的结果。
　　自己画图，自己思考：三角形ABC面积为12，D是BC上任一点，连接AD，E是AD 的中点，求三角形EBC的面积。
　　例3　如图1-4，三角形ABC的面积是24平方厘米，D是BC的中点，E是AB上一点，满足AB=3AE，求四边形AEDC的面积。
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　　分析：四边形AEDC是一个不规则的四边形，也就是说它不是平行四边形、梯形、长方形或正方形这样的规则图形，所以我们不可能使用公式来求四边形AEDC的面积。
　　在图上我们可以看出四边形AEDC的面积实际上等于三角形ABC的面积减去三角形BDE的面积，而题目已经告诉我们三角形ABC的面积是24平方厘米，于是我们应该先想办法求出三角形BDE的面积。
　　详解：连接CE，因为AB=3AE，所以三角形BCE的面积等于三角形ABC的面积的[image: image17.png][FR NS



；又因为D是BC的中点，所以三角形BDE的面积等于三角形BEC的面积的[image: image18.png]


。
　　那么三角形BDE的面积等于三角形ABC的面积的[image: image19.png][FR NS



×[image: image20.png]
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，即24×[image: image22.png]


=8平方厘米，所以四边形AEDC的面积为24－8=16平方厘米。
　　评注：对于这个题目来讲，我们首先用到了前面例题的方法，其次我们还用到了数学中比较常用的思想——“排除法”。
　　例4　如图1-6，AE=[image: image23.png]


AC,CD=[image: image24.png]


BC,BF=[image: image25.png]


AB，那么三角形DEF的面积相当于三角形ABC的面积的几分之几？（《华罗庚学校数学思维训练导引》小学五、六年级分册五年级下学期第16讲第4题）。
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　　分析：和前面的例题一样，我们可以先计算三角形AEF、三角形BFD和三角形CDE的面积，然后用“排除法”求出中间三角形的面积。
　　详解：三角形AEF的面积相当于三角形ABC面积的[image: image27.png]


；
　　三角形BFD的面积相当于三角形ABC面积的[image: image28.png]


；
　　三角形CDE的面积相当于三角形ABC面积的[image: image29.png]


；
　　所以，三角形DEF的面积相当于三角形ABC的面积的：[image: image30.png]



　　评注：学数学要善于使用前面的方法，如果拿到每个题我们都需要重新分析的话，那就太麻烦了。
　　例5　如图1-7，一个梯形的两条对角线把该梯形分成了4个部分，其中两个部分的面积为12和36，求这个梯形的面积。
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　　分析：这个梯形被两条对角线分成了4个部分，已经知道了其中两个部分的面积，那就应该想办法求出另外两个部分的面积。
　　先看三角形BEC，因为三角形ABD和三角形ABC是同底等高的三角形，所以它们面积相等，而从这两个三角形中挖掉一个小三角ABE，剩下的就是三角形ADE和三角形BCE，这说明三角形BCE的面积和三角形ABE面积是相等的，
　　再看三角形DEC，36÷12=3，三角形ADE的面积等于三角形ABE面积的3倍，而这两个三角形的高是一样的，这就说明三角形ADE的底是三角形ABE的底的3倍，于是又可以得到三角形DEC的面积等于三角形BEC面积的3倍。
　　这样就可以求出整个梯形的面积了。
　　详解：根据上面的分析，不难得出梯形的面积等于：12+36+36+36×3=192
　　评注：“同底等高、等底等高的三角形面积相等”，这在几何中是很常用的，大家务必要掌握。
　　另外有一种情况希望同学们能记住，就是梯形的两条对角线把梯形分成的4个部分中，左右两个三角形的面积是相等的。
　　例6　如图1-8，一个长方形被一些直线分成了若干个小块，已知三角形ADG的面积是11，三角形BCH的面积是23，求四边形EGFH的面积。
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　　分析：四边形EGFH是一个不规则的四边形，所以用普通的方法不可能求出它的面积，考虑到题目给的两个条件，我们应该想办法找到这个四边形与两个三角形之间的关系。
　　详解：如图1-9，连接EF，显然四边形ADEF和四边形BCEF都是梯形，于是我们可以得到三角形EFG的面积等于三角形ABG的面积；三角形BCH的面积等于三角形EFH的面积，所以四边形EGFH的面积是11+23=34
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　　评注：这个题是华校某一年的期末考试题。
　　例7　如图1-10，一个长方形被一些直线分成了若干个小块，已知三角形DEH的面积是13，三角形BFG的面积是35，四边形AEIF的面积是49，求四边形CGIH的面积。（《华罗庚学校数学思维训练导引》小学五、六年级分册五年级下学期第16讲第15题）。
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　　分析：这个题和上一个题很像，也是已知一些图形的面积，求一个不规则四边形的面积，只是我们不能把这个四边形分成若干个小块，使这些小块图形和已知条件建立关系。
　　不难发现，如果给四边形CGIH补上一个三角形EHI和三角形BCG的话，就恰好是三角形BCE，而三角形BCE的面积恰好是长方形面积的一半，请同学们再继续观察如果我们把三角形DEH、三角形BFG、四边形AEIF、三角形EHI和三角形BCG都合在一起，又是什么样子呢？
　　详解：根据前面的分析，因为把三角形DEH、三角形BFG、四边形AEIF、三角形EHI和三角形BCG这5个小块合在一起恰好是三角形ADF和三角形BCF，显然面积等于长方形的一半，所以四边形CGIH的面积等于三角形DEH、三角形BFG和四边形AEIF的面积和，即13+35+49=97
　　评注：这个题充分体现了一种代换的思想，即“如果A与B的和等于C与B的和，那么A=C”。
　　总结
　　今天我们主要了解了一些特殊的直线形面积的求法，首先是同底（等底）等高的三角形面积相等，其次梯形被对角线分成的四个小三角形之间的面积关系是重点，因为这种分析方法还会在以后的很多问题中出现。
　　作业[视频课程集锦：http://zkikaoticn/shop/zxxhtm]
　　1．如图，把边长为8的正方形ABCD和边长为10的正方形DEFG拼在一起，连接AF，与线段CD交于H点。（1）求三角形ADF的面积；（2）求阴影部分（即三角形DHF）的面积。
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　　2．一个梯形的两条对角线把梯形分成了4个部分，其中某两个部分的面积为12和48，求这个梯形的面积。（提示：要分3种情况讨论）
　　同学们,大家好!上节课我们主要讲解了如何求直线形的面积,首先我们还是把上次的作业简单的讲一下
　　上次作业:
　　1如右图，把边长为8的正方形ABCD和边长为10的正方形DEFG拼在一起，连结AF,与线段CD交于H点（1）求三角开ADF的面积；（2）求三角形DHF的面积
　　解：（1）把三角形ADF的底看AD，高就是EF，所以它的面积就是8×10÷2=40;
　　（2）我们已经求出了三角形ADF的面积，而三角形DHF是在三角形ADF里面的一个三角形，所以我们应试看三角形DHF的面积占三角形ADF面积的几分之几
　　观察三角形ADH和三角形 DHF，发现它们是同底的！把DH看成是它们公共的底，那么它们的高就分别是两个正方形的边长，这样我们就可以得到三角形ADH和三角形DHF的面积比是8:10，所以三角形DHF的面积相当于三角形ADF面积的[image: image36.png]0 _
410



,等于[image: image37.png]



　　 再给大家留一个题思考吧，请大家求三角形ACF的面积！你能一眼就看出它的面积吗？如果能的话，你的水平就已经非常不错了！！
　　2 一个梯形的两条对角线把该梯形分成了4个部分，其中某两个部分的面积为12和48，求这个梯形的面积（提示：要分3种情况讨论 ）
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　　为什么要分三种情况讨论呢？分哪三种情况呢？
　　题目告诉我们的是某两个部分的面积为12和48，也就是没有明确指出两个三角形的面积是12和48，例题中我们讲过三角形ADE和三角形BCE的面积是相等的，所以我们分下面三类情况讨论：
　　（1） 如果三角形ABE的面积为12，三角形ADE的面积为48 ，那么三角形DEC的面积就等于48×（48÷12）=192，整个梯形的面积就是192+48×2+12=300;
　　（2） 如果三角形ADE的面积为12，三角形DCE的面积为48，那么三角形ABE的面积就等于12÷（48÷12）=3，整个梯形的面积就是48+12×2+3=75；
　　（3） 如果三角形ABE的面积为12，三角形CDE的面积为48，那么三角形ADE的面积就等于24，整个梯形的面积就是48+24×2+12=108
　　今天我们要学习的内容是圆和扇形和上一节的直线形相比较，今天的研究对象是一些含有曲线的图形大家想一下，除了今天要学的圆和扇形以外，还有哪些图形是有曲线的呢？
　　要研究圆和扇形，首先要知道它们的面积和周长的计算公式，我们一起回忆一下吧：
　　圆的面积等于[image: image39.png]


，其中r表示圆的半径，因为圆的直径等于半径的两倍，所以我们求圆的面积时还可以用[image: image40.png]


；
　　圆的周长等于[image: image41.png]XXy



 或者[image: image42.png]


;
　　扇形的面积等于[image: image43.png]


，其中n表示扇形的圆心角度数，这个公式很容易想象，[image: image44.png]


就是表示示扇形占圆的面积的几分之几
　　扇形的孤长等于[image: image45.png]


或[image: image46.png]


，周长等于孤长加上两个半径的长度
　　其实我们可以发现一个问题，圆的面积等于圆的周长乘以2；扇形的面积等于的孤长乘以半径除以2，这是为什么呢？大家先自己想一下吧！
　　其实我们可以把圆和扇形都看成是无数个三角形的构成的，这些三角形的高就是半径，它们的底全部加起来就等于圆的周长或扇形的孤长
　　数学内容：与圆和扇开的周长、面积有关的几何问题，将所求的对象进行适当的移动、分割或拼补以简化计算是常用的方法。
　　学习了这么多的基本知识，就好像我们又拿到了一些新的武器，下面让我们一起去干掉那么简单的例题吧！
　　例1　如图1，阴影部分的周长是多少??
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　　分析：图中的阴影部分有两块，那是不是可以单独的把它们的周长都算出来，然后相加就得到结果呢？那我们先看左边这块大阴影部分，请大家注意一下，以后我们把这样的图形叫做“弓形“，因为这个形状很像一个弓，这个部分的孤长比较好求，但是那条线段的长度就没办法了，另一个阴影部分也有类似的问题，经过前面的分析，看来我们应该把这两个图形合起来求它们的周长了！
　　另外我们还应该发现这个图形可以看成一个半圆和一个30度的扇形拼起来的！
　　详解：把这两个图形合在一起看，两条直线的长度和恰好等于30度扇形的半径，也就是半圆的直径12；把左边阴影部分的孤和右边阴影部分下面那段孤合在一起就恰好是这个半圆的孤，所以整个阴影部分的周长恰好等于半圆的孤长加上30度扇形的孤长。
　　所以阴影部分的周长等于：[image: image48.png]S0
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　　评注：在题目中没有明确给出[image: image49.png]


的值时，我们可以用含有[image: image50.png]


的式子表示最后的结果，也可以把[image: image51.png]


当作314进行计算。
　　给大家留一个小思考题，在图1中，大阴影部分的面积比小阴影部分的面积多少？
　　做出来后，大家可以想一想，这个问题和上一节课我们讲过的哪个例题有类似的地方啊？
　　例2　如图2，已知大正方形的面积是78，那么小正方形的面积是多少？
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　　分析：我们知道正方形的面积等于边长乘以边长，可是当我们看到大正方形的面积是78时，能求出大正方形的边长吗？即使能求出大正方形的边长，也很难求出小正方形的边长，所以我们只能通过找两个正方形的面积关系，来求出小正方形的面积。
　　详解：用圆与两个正方形进行对比，不难发现大正方形的边长等于圆的直径，小正方形的对角线也等于圆的直径，于是我们可以得到大正方形的边长等于小正方形的对角线长。
　　如图3，一个大正方形可以分成4个等腰直角三角形，而一个小正方形可以分成了2个同样大小的等腰直角三角形，所以大正方形的面积应试是小正方形面积的2倍，于是小正方形的面积等于：78÷2=39
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　　评注：在这个题目中，圆只是一个用来比较的工具，当我们无法直接找到两个正方形的关系时，我们借助了这个圆，另外还要告诉大家的一个知识就是，在图2中，我们称:
　　圆是大正方形的内切圆，大正方形是圆的外切正方形；
　　圆是小正方形的外接圆，小正方形是圆的内接正方形；
　　例3　如图4，A、B、C是三个互相咬合的齿轮，若A轮旋转7圈，C轮就旋转6圈；若B轮旋转7圈，C轮就旋转1圏。如果A轮有42个齿，则B轮有多少个齿？
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　　分析：互相咬合的齿轮有一个特点，就是每次旋转的齿数是一样多的，我们可以根据这个关系求出问题的结果。
　　详解：根据A轮旋转7圈，C轮就旋转6圈可以得到，C轮有42×7÷6=49个齿；
　　再根据B轮旋转7圈，C轮旋转1圈可以得到B轮有49×1÷7=7个齿。 　　
　　评注：其实在大家熟悉的钟表里，就有题目中提到的齿轮。那现在大家是不是可以想像一下，机械钟表是如何控制秒针、分针和时针的旋转速度的？
　　例4　如图5，四个圆的圆心是正方形的四个顶点，它们的公共点是该正方形的中心，如果每个圆的半径都是1，那么阴影部分的总面积是多少？
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　　分析：拿到这个题的第一想法可能是用整个图形的面积减去中间四个“花瓣”的面积，可是整个图形的面积并不是四个圆的面积和！可能有的同学会发现整个图形的面积等于四个圆的面积和减去中间四个“花瓣”的面积，那这样的话我们就可以用四个圆的面积和减去八个“花瓣”的面积，这样就能求出整个阴影部分的面积了。可是大家不觉得这样做有些麻烦吗？我们能不能考虑一个更简单的方法呢？大家先看看能不能用割补的方法使问题简化一些。
　　详解：如图6，我们又画了一个大正正形，这时大正方形外面的阴影部分是8个形状大小完全一样的弓形，再用两条虚线把中间的空白部分也分成8块。这时我们发现外8个弓形恰好可以补在中间的空白处，所以阴影部分的面积就等于大正方形的面积。
[image: image56.png]



　　显然大正形的对角线长是小圆直径的2倍，也就是4，所以大正方形的面积等于4×4÷2=8即阴影部分的面积等于8。
　　评注：对于这个题目，其实我们也可以通过“分析”中的方法求出问题的结果，不瞒大家说，其实我自己第一次做这个题就是用的这个比较麻烦的方法，可当我得到最后的结果恰好等于8时，我就觉得特别奇怪，这是为什么呢？后来我通过这个结果，就思考出了现在这个比较好的方法，其实在学习数学的过程中，学会做某一个题不是最主要的！最主要的是学习到一种方法以及动脑筋的好习惯！大家可以想一下，如果我当时做完题后就不管了，不再思考了，那就永远都不知道这有更巧妙的方法，也更无法感受到数学带给我们的乐趣了！
　　例5　求图7中阴影部分的面积。

[image: image57.png]



　　分析：阴影部分的两边是对称的，只要求出其中一边的阴影部分面积就可以了。每一边阴影部分的面积就是四分之一的面积减去一个小等腰直角三角形的面积，两边合起来看就是用一个半圆的面积减去两个小等腰直角三角形的面积。
　　详解：因为半圆的半径是20÷2=10，小等腰直角三角形的斜边长也等于半圆的半径10，所以阴影部分的面积等于：
　　　[image: image58.png]



　　评注：这个题不是很困难，方法也有很多，同学们不妨自己再想一想，有没有更巧妙或更直接的方法。
　　例6　平面上有七个大小相同的圆，位置如图8所示，如果每个圆的面积都是10，那么阴影部分的面积是多少？

[image: image59.png]



　　　分析：除了中间一个圆很容易求面积外，圆外面的部分似乎难求出它们的面积，在这种情况下，我们一般有两种办法，一个是割补成规则图形，另一个就是找它们之间的内在关系。
　 详解1：如图9，我们添加一些虚线，这样图中便出现了一些小正三角形，和从60度角的扇形中去掉此小正三角形而得的弓形。

[image: image60.png]



　　现在我们一起来看阴影部分，中间是一个六边形，它由六个小正三角形组成，外面是六个花瓣，每个花瓣由一个小正三角形和两个弓形构成，于是阴影部分是由6+6=6×2=12个小正三角形和弓形拼成的。注意到六个小正三角形和六个弓形恰好拼成图中的一个圆，故阴影部分的面积是（12÷6）×10=20
　　详解2：阴影部分除了中间一个圆以外，还有6个形状和大小完全相同的图形，仔细观察一下，我们可以发现中间的这个圆正是用六个这种图形拼起来的，这也说明圆外面的六个图形合起来恰好就是一个整圆的面积。所以阴影部分的面积是10×2=20
　　评注：对于上面两种方法,看上去第二种方法要简单一些,但是这个方法有一定的局限性,很多题并不能用这种方法第一种方法虽然稍微麻烦一些,但是它给出了解决这种问题的统一方法
　　总结：今天我们学习了一些有关圆和扇形的周长、面积的问题，重点在于如何利用割补和剪拼的方法求一些不规则图形的面积或周长，另外学会找图形之间的关系也是非常重要的。
　　作业[视频课程集锦：http://zkikaoticn/shop/zxxhtm]
　　1．如图11，正方形的边长为10，那么阴影部分的面积是多少？

[image: image61.png]



　　2．如图12，图中的圆的和半圆都两两相切，且较小的半圆的半径和小圆的半径长都是1，则阴影部分的面积多少？

[image: image62.png]



　　3．如图13，三角形ABC是直角三角形，阴影部分①比阴影部分②的面积小28平方厘米，AB长40厘米，求BC的长度。（圆周率[image: image63.png]


取314）
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　　同学们，大家好！
　　我们今天讨论与约数和倍数有关的一些问题。关于约数的一些性质及其应用我想大家通过前一讲已经有了些许体会。今天我们会从整体的角度来理解约数的与原数的关系，其中包括约数的个数及其约数和的计算，最大公约数与最小公倍数的和与积的性质等。
　　我们将从以下几个方面入手：
　　1．约数个数与性质：例1，例2，例3；
　　2．约数与整除相结合：例4，例5；
　　3．约数与方程相结合：例6，例7；
　　4．约数与枚举法相结合：例6，例8；
　　[例1]数480的约数个数是多少？它们的和是多少？它们的积呢？
　　[分析]
　　我们把这个题作为我们的第一例题，在几个方面可以说明它是有启发性的：
　　首先，如何计算任意一个自然数数的个数？请注意在这里我们已经将480普遍化了。
　　其次，如何算一个自然数的各约数之和？
　　最后，算约数之积与前两者稍稍不同，不是那么常见，而这仍有助于我们的思考。
　　解：
　　对任意一个数，我们首先可以将它作因式分解，化成质数及其方幂的乘积，以480为例，我们有[image: image65.png]480 =25 x3 x5!



 。
　　要算它的因数的个数，我们可以这样来理解：它因数的因数只可能是2，3，5。并且它们的次数不会超过原数的次数，从而它的因数的2的方幂可以为0，1，2，3，4，5；而3的方幂只可能是0或1；5的方幂也只可能是0或1。从而我们可以任意地从中选若干个2，3，5的方幂，即[image: image66.png]1+ x(1+Dx(1+1) =24



 。
　　要算它的因数的和，这个方程可以帮助我们理解：
　　[image: image67.png](A+2+22 + 22 + 2 42 (1+ 3 x (145



　　
　　把它展开你就可以发现它就是我们要求的。
　　至于要算它们的因数的积，我们可以将它的因数配对：一个因数和它被原数除的数组成一对（如2和240则是480的一对）。这样，对于非平方数而言，我们得到整数对，并且它们的积就是原数本身；而对于平方数而言，仅仅是多了一个数（它的开方），从而通过对它的约数的个数，可以求出它们的积。
　　对本题而言，我们有
　　[image: image68.png](1,480),(2:240), (3,160, (4;120), (5,96), (6,80), (8,60), (10,48), (12,40), (15;,32), (16,30), (20,24)




　　共12对。从而它们的积为 。
　　[评注]
　　首先，把一个数的因式分解的存在性和唯一性是很重要的，前者是我们有了讨论的基础，而后者则帮助我们不至于混乱。
　　其次，将一个题目普遍化是我们常用的手段之一，它可以帮助我们的同学更清楚的了解题目本身的意义。
　　[例2]求出从2004到20004之间的有奇数个约数的自然数的个数。
　　[分析][视频课程集锦：http://zkikaoticn/shop/zxxhtm]
　　首先，这是一个“年代题”。并且是那种与年代数目性质关系不大的那种。
　　其次，我们如何理解“奇数个约数”？
　　解：
　　“奇数个约数”就是完全平方数。
　　从而由于[image: image69.png]44?7 22004 <452 <

<1412 220004 < 1422




 。从而案为97。
　　[评注]
　　这道题有助于我们进一步理解我们的约数的成对的概念。
　　[例3]两个不同自然数的和是60。它们的最大公约数与最小公倍数的和也是60。问这样的自然数共有多少组？
　　[分析]
　　首先，这里大家要注意的一点是两个自然数的和与他们的最大公约数和最小公倍数相等。这里可以涉及两方面的问题：有可能前者比后者大么？两者相等的条件是什么？
　　其次，我们可以通过本题的解看出在方程相除的情况。这是我们的同学在之前不敢想更不敢做的。
　　解：
　　首先，我们可以设他们的最大公约数为c，且两数分别为[image: image70.png]A=axc,



 。
　　从而有：[image: image71.png]ex(a+b) =60
ex(axb+1)





　　上边两式相除：[image: image72.png]axbh+1



 。其中a,b均为整数。
　　从而我们可以得出结论：其中至少有一个为1。因为我们可以设[image: image73.png]


 ，从而等式左边[image: image74.png]<2a



 ，从而[image: image75.png]


 。
　　这样，我们将60分解即可：
　　[image: image76.png]60=1x60: (Je=1a,b=15%

60=2x30: (2)c = 2,a,b = 2,58, (3)c = 30,4, = 30,30(&);
60= 3% 20: (4)c = 3,0, = 3,57, @)c = 20,a,b = 20,40
60=4x15: (S)c =4:a,b=4,56,(5)c = 15,a,6=1545;
60= 5x12: (6)c = 5: a,b = 555, (T)e = 12,a,b = 1245;
60=6x10: (8)c =6 a,b = 6,54, (I =10 a,b = 10,50,





　　其中舍去的一组是因为两个自然数不同。
　　[评注]
　　虽然这道题的两等式相除实际上可以有式子看出来，但实际上我们的相除的思想可以扩展到任意两个等式，这是我们要特别强调的。
　　[例4]3个连续自然数的最小公倍数为360，请问这中间那个数是多少？（90～91年度入学试题）
　　[分析]
　　首先，连续的三个自然数中，它们两两之间的公约数为1或者2。
　　其次，两个数的乘积和它们的最大公约数与最小公倍数之积相等。为什么？那么三个数有类似的性质么？
　　解：
　　连续的三个自然数两两之间的最大公约数为1，或者2。当它们为两个奇数是为1，而当它们为两个偶数时为2。
　　而三个数的最大公约数和最小公倍数的乘积等于这3个数的乘积。想想为什么，两个数的情况可以帮助我们理解。注意这里的理解。
　　从而三个数的乘积为360或720。
　　而[image: image77.png]6x7x8 <360 <7x8x9



 ，同时[image: image78.png]720=8x%x9x10



 。
　　从而这三个数为8、9、10。
　　[评注]
　　合理的外推是我们必须掌握的技能之一。
　　由两个数的乘积和它们的最大公约数与最小公倍数的乘积相等推导出三个数的情况，是我们解决这个问题的关键。
　　[例5]A、B两数都仅含有质因数3和5，他们的最大公约数是75。已知数A有12个约数，数B有10个约数，那么A、B两数的和等于多少？
　　[分析]
　　首先，这里有不确定性。你发现了么？
　　其次，我们的入手点是75。你发现了么？
　　最后，在解决完这个题后，你会发现约数的妙用，而它恰好是我们这讲的主题。
　　解：
　　由于[image: image79.png]


 为它们的最大公约数，从而我们可以把A,B写成[image: image80.png]A=3x5" 8



 的形式，并且要求（a,b）和（c,d）每一组中不能有[image: image81.png]a>lec>1



 和[image: image82.png]b»2d>2



 的情况。且同时要求[image: image83.png]azlez1fb=2d=22



 。
　　由于A有12个约数，[image: image84.png]


 ，B有10个约数，[image: image85.png]


 。而我们知道，一个数约数的个数是等于它的因子的幂次的积，从而有B=[image: image86.png]1+ x(1+4)



 ,即[image: image87.png]B=3 x5



 ，同时，[image: image88.png]A= x5 4



，而由于75为它们的最大公约数，因而我们的[image: image89.png]A=5x3



 。
　　[评注]
　　在这里，我们的12和10是我们解决问题的关键。当然，我们前面的关于求任意一个自然数的因子个数的求法是我们解决这道题的基础。
　　[例6] 把1990表示成若干个连续自然数的和。要求写出所有的表达式。如9可以写成如下形式：9=4+5=2+3+4（90～91六年级入学试题）
　　[分析]
　　首先， 写成这样连续自然数的和有什么性质？我们可以很自然地想到这是一列等差数列，而求和我们是很在行地。
　　其次，是否一般的自然数都可以写成若干连续自然数的和？这需要更进一步地分析我们分解的性质。
　　解：
　　设我们有这样一个分解：[image: image90.png]1990

n Hag +e




 。
　　由等差数列求和公式，从而有：[image: image91.png]1990 =

@ ta,

xm



 。
　　即：[image: image92.png]2x1990 = (@, +a, ) xm=(2a, +m—1) xm



 。
　　在这里，我们用了连续自然数的条件。注意到，等式的最右边是奇偶性不相同的两个数的乘积，从而我们必须把3980分解为一奇一偶之积。
　　而[image: image93.png]3980 = 22 x 5% 199




 。从而满足条件地分法只有：[image: image94.png]5% 796199 20,995 x4



 三种。相应地，我们有：
　　[image: image95.png]1990 =396 + 397 + 398+ 399 + 400
1990 = 90+91+---109
1990 = 496 +497 + 498+ 499





　　[评注]
　　有式子可以发现，任意奇数都可以分解：[image: image96.png]2k+1=k+(k+1)



 。而对于偶数，我们要求它的2倍可以分解为奇数与偶数之积。即它本身必需要有奇质因数。
　　在这里，我们进一步地看到用字母代表数的优越性，而它，正是我们将来学习《代数》这门课程的动力。它同时也是数学的抽象性的体现。
　　[例7]有甲、乙、丙三人，甲每分钟行走120米，乙每分钟行走100米，丙每分钟行走70米。如果3个人同时同向，从同地出发，沿周长是300米的圆形跑道行走，那么多少分钟之后，3人又可以相聚？
　　[分析]
　　首先，他们三人是在出发点相遇么？这个概念必须弄清楚。
　　其次，我们如何解决他们不在出发点相遇的情况？
　　最后，通过这道题的解决，我们可以看见“作差”这一工具的威力。
　　解：
　　在他们相遇时，他们行走的时间是一样的，不妨假设为ｔ 。从而他们走过的路程分别为[image: image97.png]1206 100¢.70¢



 。
　　在他们相遇之时，甲比乙多行走20t 的路程，乙比丙多行走30t 的路程。而他们均是300的倍数！
　　从而30t-20t=10t 仍是300的倍数。从而t是30的倍数。
　　从而最小的情况为30分钟后，三者再次相遇。
　　[评注]
　　这道题的“相减”的方法大家以后会时常碰见，也希望同学们能充分利用这一工具。
　　在这里，我们避免了用方程的手法。
　　[例8]在1,2,3,…100 这100个数中，有的是3的倍数，如3,6,9… ；也有一些是5的倍数，如5,10,15,… 。现在在这些3的倍数和5的倍数中各取一个相加，一共可以得到多少个不同的和？（96~97年六年级入学试题）
　　[分析]
　　首先，有的同学把它和容斥原理联系在一起。主要是它和容斥原理太相象了。但事实上，这又是我们的先前的经验误导了我们，即我们的思维定势起了反作用。
　　其次，选择何种便准时我们解决这个题的关键。
　　解：
　　为了避免重复计算，我们按和除以3的余数来分类：
　　情况1：和能被3整除。从而那个5的倍数的数也是3的倍数。即15,30,…90 。因而我们的和为：[image: image98.png]3+156+15,---99+90




 ，这个数列是等差数列，且公差为3。因而共有[image: image99.png][O9+90)-G+19)] | _ 5



 种不同的结果。
　　情况2：和被3除余1。从而5的倍数的那个数被3除也余1。即 。
　　因而我们的和为：[image: image100.png]3+10,6+10,---99+100




 ，共有[image: image101.png][69+100)-G+10)] ; _
3



 种不同的结果。
　　情况3类似。有[image: image102.png][(99+99 - (3+5)]
E

+1=63



 种不同的结果。
　　从而案为[image: image103.png]


 种。
　　[评注]
　　合理的分析，而不受制于过去的经验的影响，使我们的同学在将来要注意的地方。我们已在上一讲中强调要避免思维定势的影响。
　　作业
　　1．与55互质的所有两位奇数之和是多少？
　　2．若两个自然数的平方和是637，最大公约数与最小公倍数的和为49，则这两个数是多少？（94～95六年级入学初试试题）
　　3．有两个自然数，它们的和等于297，它们的最大公约数与最小公倍数之和等于693。这两个自然数的差等于多少？
　　作业解
　　1．与55互素的意思即为与5和11互素，有容斥原理，其和为：
　　[image: image104.png](11+99)x457(15+95)x97(11+ZQ)X9+55:1760
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 。
　　2．如何理解“最大公约数与最小公倍数的和为49”是我们解决这个问题的关键。最大公倍数是最小公约数的倍数。从而我们的最大公约数为1或者7。再分情况讨论即可。案为14和21。
　　3．用类似于作业二的方法，可以通过枚举法得到差为33。
　　“时钟问题”是一类有趣的行程问题。钟面相当于一个环形跑道，分针与时针则是两个同向运动的物体。
　　本讲就给大家带来分针与时针之间的追及与相遇问题，以及时钟校准问题。
　　涉及知识点　
　　1）划分标准：钟面上分成12个大格、60个小格，每个大格30°，每个小格6°，通常以1小格为单位；
　　2）分针速度：1小格/分， 6°/分， 1圈/时；
　　3）时针速度：[image: image105.png]


 小格/分， 05°/分， 1大格/时；
　　4）分针与时针的速度比为12:1
　　5）A钟比B钟每小时快（慢）n分钟：当B钟分针走60格时，A钟分针走60+n格（60-n格）
　　[例1]钟面上，时针与分针每经过______分钟，就会重合一次；
　　分析/解：要理解钟面上的行程问题是一类典型的环形路线上的追及问题，当分针和时针从一次重合到下一次重合，相当于环形跑道上的两个同向运动的物体同时出发，再次相遇。因此，速度较快的分针要比时针多走一圈。我们要求的是这次追及的时间，即“路程差÷速度差”
　　分针速度= 1小格/分
　　时针速度= [image: image106.png]


小格/分
　　路程差= 60小格
　　因此，追及时间[image: image107.png]=60:(1- L1=s0x 2 g5
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（分钟）
　　[评注]这是一道时钟问题中最基本的题目，但是不要小看它，只有理解好了这道题目才能把其它的时钟问题做好。
　　通过这道题目，我们可以很容易理解：
　　1）分针与时针每重合一次，分针走[image: image108.png]


 小格。
　　2）一天24个小时内，分针与时针重合22次。
　　3）1点5分，分针与时针并不重合。
　　…
　　[例2]在9时至10时之间，钟面上的时针和分针在一条直线上的时刻可能是________；
　　分析/解：时针与分针在一条直线上有两种可能，一种就是“重合”，一种是张开成180°角。考虑这种问题，要从整点出发，先考虑起始状态再考虑最终状态，这样就形成了一个运动过程：
　　9:00时，分针落后时针45小格，
　　1）当分针只落后30格时，两针形成一条直线，
　　因此分针需要追45-30=15格，用时
　　 [image: image109.png]15+ 177 15><7—16—
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（分钟）
　　2）当分针和时针重合时，两针形成一条直线，
　　因此分针需要追45格，用时
　　[image: image110.png]12

1
45+(1——)=45%
12 > 11




（分钟）
　　因此，当9时 分和9时 分时，时针与分针共线。
　　[image: image111.png]



　　[评注]分析从一个状态到另一个状态的运动过程是这道题目的关键。
　　确定特殊状态的时间，通常要从一个邻近的“整点”作为起始点，观察分针和时针所走过的路程。因为“整点”时两针的位置最好把握。
　　[例3]12小时内钟面上时针与分针左右对称（与12张开角度相同）的时刻共有____个，其中介于8时至9时之间的时刻为__________；
　　分析/解：首先考虑每一次“对称”的间隔是否固定，这需要从一次“对称”看到下一次“对称”：
　　从图中看出分针从一次“对称”到下一次对称所走路程不到1圈，与1圈所差路程恰好就是时针走过的路程。因此，分针与时针共走了1圈，即60小格，用时
　　60÷（60+5）=[image: image112.png]


 （时）
　　由此看来每 [image: image113.png]


小时，时针与分针就会左右对称一次，12小时内共发生过12÷[image: image114.png]


 =13次。
　　从8点开始观察，当两针左右对称时，分针走了不到20格，与20格相差的路程恰好是时针走过的路程，因此分针与时针共走了20格，用时
　　20÷（1+ [image: image115.png]


）= （分钟）
　　因此，介于8点至9点之间的时刻为8时[image: image116.png]


 分。
　　[image: image117.png]



　　[评注]钟面上分针与时针是不会相遇的，但是带有“对称”的题目经常要考虑到两针的路程和，这样就可以把问题想像成的一个“相遇问题”。
　　[例4]小明家的表不准，显示上比标准时间每小时慢4分钟，早上8点整小明将表校准，那么这只表指向中午12点整时，这时的标准时间是_______；
　　分析/解：比标准时间每小时慢4分钟，是指当标准表的分针走60格时，小明家表的分针走了60-4=56格，少走了4格。
　　小明的表从8点指向12点，实际上并不是12点，在这段时间内小明的表的分针走了（12-8）′60=240格，而标准表的分针走的路程并不是240格，那么是多少呢？
　　标准钟 　　慢钟 　　相差
　　60 　　　　56 　　　 4
　　? 　　　　 240
　　实际上，标准钟的分针走了[image: image118.png]240x60 :2571
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格，因此时间为12时17[image: image119.png]


 分。
　　为了让题目更简单，可以直接看“差”：
　　[image: image120.png]240x4 _60x16 _
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[视频课程集锦：http://zkikaoticn/shop/zxxhtm]
　　说明与此同时，标准钟的分针多走了17[image: image121.png]


 格，即时间为12时17[image: image122.png]


 分。
　　[评注]在钟面上是通过分针走过的路程（小格）来判断时间的，因此“比标准时间每小时慢4分钟”是指“标准表分针走60格”的同时“慢表少走了4格”。
　　很多同学在处理这句话时犯糊涂，其实只要把时间对应成相应钟面上的“格数”即可。
　　此外要记住一般题目中所指的“不准”是指分针和时针的速度不准，而“钟面的刻度”在没有特殊说明下都是准确的。
　　[例5]手表比标准时间每小时快5分钟，闹钟比标准时间每小时慢5分钟，早上8点整将手表与闹钟都校准，那么当手表指向中午12:20时，闹钟指向___时___分，当闹钟指向中午12:20时，手表指向___时___分；
　　分析/解：通过前面的分析，可以清楚地表达题目的含义：　
　　当标准表的分针走60格时， 手表的分针走了60+5=65格，多走了5格。
　　闹钟的分针走了60-5=55格，少走了5格。
　　标准钟 　　手表 　　闹钟 　　　手表闹钟相差
　　60 　　　 65 　　　 55 　　　　　　10
　　260 　　　 ？
　　？ 　　　　260
　　直接看差即可：
　　手表分针走65格时，闹钟分针少走10格，那么手表分针走260格时，闹钟分针则少走[image: image123.png]260x10 _
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 格，因此这时闹钟指向11时40分；
　　闹钟分针走55格时，手表分针多走10格，那么闹钟分针走260格时，手表分针则多走[image: image124.png]260x10 _ 473
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 格，因此这时手表指向1时[image: image125.png]


 分（下午）。
　　[评注]同样是12时20分，它们所代表的含义并不同，一个指手表分针走260格，一个指闹钟分针走260格。
　　经常有些同学这样做：由[image: image126.png]260x10 _
50

e
3



 得到闹钟指向11时[image: image127.png]


 分，手表指向1时[image: image128.png]


 分。这种作法错在哪儿了呢？
　　[例6]一只旧钟的分针和时针每66分钟（标准时间的66分钟）重合一次，这只钟在标准时间的1天内会_____（快或慢）______分钟；
　　分析/解：大家知道一只正常的表，分针和时针每[image: image129.png]


 分钟重合一次，看来这只表有点慢了。到底慢多少呢？
　　首先，“慢”可以这样理解，正常的表分针每分钟走1小格，那么慢表分针每分钟（表准时间）肯定走不到1小格，不妨设为x个小格，要注意到慢表时针与分针仍然保持着速度比为1:12，因此时针每分钟（表准时间）走[image: image130.png]


 小格。
　　当分针与时针从一次重合到另一次重合的过程中，分针比时针多走了1圈，即60小格，用66分钟（表准时间），因此：
　　[image: image131.png]66%(x-= =60
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　　解出x= [image: image132.png]120
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　　由此看出旧钟分针比标准分针每分钟少走[image: image133.png]


 格，
　　一天24时共少走[image: image134.png]24x60x —=1 lB
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格，也就是慢[image: image135.png]


 分。
　　[评注]方程解这道题很简单，思路比较清楚，从旧钟分针在“标准1分钟”内所走格数入手，考察与“1格”的差距，从而换算成一天之内差距，也就是“一天慢多少分钟”了。和前面讲过的快慢概念是一致的。
如果用列表求比例的方法，这道题目更简单明了，但必须弄清楚只要钟面刻度没有问题，旧钟分针与时针每重合一次，分针都要走[image: image136.png]


 格，而这时标准表的分针走了66格。
　　旧钟 　　标准 　　　相差
　 [image: image137.png]


　　 66 　　　 [image: image138.png]



　　 ?　　　24×60
结束语
　　通过今天的学习，大家认识“时钟问题”首先是一类“追及问题”，通过对特殊情况的分析，也会发生“相遇”情形。在这类运动问题中，时针与分针速度都是已知的，因此想求时间，只需要找到路程差即可。
　　然而遇到一只不准确的表时，时针与分针的速度就不确定了，通过与标准表的比较，看出它们的快慢差别，也就形成了“校准问题”。大家一定要掌握好“快”“慢”的含义，学会用钟面上的“小格”来描述自己的“时间”。
　　下面的练习希望同学们课下认真完成：
　　1．小明下午六点多外出买东西，出门时看手表发现表的时针和分针的夹角为110°，七时前回到家又看手表，发现时针和分针的夹角仍是110°，那么小明外出了______分钟，出门的时候是6时____分；
　　解：
　　1）分针从落后时针110°到超过时针110°，共要比时针多走追上220°，分针每分钟走6°，时针每分钟走05°，因此用时220÷（6-05）=40（分钟）
　　2）6时整，分针和时针夹角180°，因此到出门的时刻分针需要追上时针180-110=70°，用时70÷（6-05）=[image: image139.png]


 （分钟），为6时[image: image140.png]


 分。

[image: image141.png]



　　2．一只钟的时针与分针均指在4与6之间，且钟面上的刻度“5”恰好在时针与分针的正中央，那么此时的时间是____________；
　　解：时针在4与6之间，可能是4点多或5点多，
　　1）如果是4点多，从4点整算起，分针差一点（蓝色）
走了30格，和时针走的部分（红色）加在一起恰好等于30格。[image: image142.png]1...9
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（分钟）即：4:[image: image143.png]273




　　2）如果是5点多，从5点整算起，分针差一点（蓝色）走了25格，和时针走的部分（红色）加在一起恰好等于25格。[image: image144.png]1 1
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（分钟） 即：5:[image: image145.png]23i




　　[image: image146.png]



　　3．李强的闹钟显示得比标准时间每小时慢2分钟，他每天晚上10:00睡觉时将表校准，并定上闹铃，好在第二天7:00起床，李强应该把闹铃时刻定在____时____分；
　　解：
　　标准表 　　　闹钟 　　　相差
　　每小时 　　　60格 　　　 58格 　　　 2格
　　10至7点 　　9×60格 　　 9×58格 　 9×2格
　　当闹钟走到9×58格时，已经是早晨7:00了，因此只要把闹钟时刻定在6:42分即可。
　　同学们，大家好！
　　今天我们学习的内容是逻辑推理，这是一个很有意思的内容。我们知道，现在很多国家和地区都在强调逻辑推理能力，为什么呢？其实就是因为它能锻炼我们的大脑，使我们更加聪明，让我们在思考问题的时候更加完整。
　　有的同学一提起推理就会觉得很兴奋，估计不少同学都很喜欢侦探方面的小说吧？我小的时候就比较喜欢看福尔摩斯探案的故事，不知道同学们是不是都希望自己是一个很好的小侦探呢？如果是的话，今天的课程可千万不能错过啊！
　　还有的同学可能觉得很有意思，原来数学也有推理！那当然，其实我们学过的很多知识都需要推理！好了，请同学们跟我一起去推理推理吧！
　　[例1]有一个俱乐部，里面的成员可以分成两类，第一类是老实人，永远说真话。第二类是骗子，永远说假话。某天俱乐部全体成员围着一张圆桌坐下，每个老实人的两旁都是骗子，每个骗子的两旁都是老实人，记者问俱乐部成员张三：“俱乐部共有多少成员？”张三回：“有45人。”李四说：“张三是老实人。”那么李四是老实人还是骗子？
　　[分析]根据题目的条件，判断一个人是老实人还是骗子，只需要看他说的话是真话还是假话就可以了。但如何判断李四说的是真的还是假的呢？
　　李四说：“张三是老实人。”如果张三确实是老实人的话，那李四说的就是真的，那他也是老实人；果张三是骗子的话，那李四说的就是假话，那他就也是骗子。于是我们发现，现在的关键问题是看张三是老实人还是骗子。
　　张三说俱乐部有45人，那这句话是真的还是假的呢？是不是有的同学觉得这句话既有可能是真的，又有可能是假的呢？那我们还是再看一下题目中给的条件吧！请同学们注意“全体成员围着一张圆桌坐下，每个老实人的两旁都是骗子，每个骗子的两旁都是老实人”这句话，你能得到什么启示吗？
　　解：因为俱乐部全体成员围着一张圆桌坐下时，每个老实人的两旁都是骗子，每个骗子的两旁都是老实人，所以老实人的个数应该等于骗子的个数，于是我们可以判断出这个俱乐部有偶数个人，所以张三说的是假话，那他就是个骗子，于是进一步可推出李四也是个骗子。
　　[评注]首先这个问题要用到奇数与偶数的分析方法，你必须在题目的字里行间中找到线索，就仿佛是一个侦探要从一个小问题上找到蛛丝马迹一样，一个需要我们观察很细致，另外我们还要知道一些基本的数学常识。听说每个国家的大侦探，他们的数学都学的不错，那同学们想一想，我们是不是应该尽量把数学学的好一些呢？
　　另外，请同学们思考一个问题：如果张三的回是46人的话，我们能判断出他和李四是老实人还是骗子吗？
　　[例2]甲、乙、丙、丁四位同学的运动衫上印上了不同的码。
　　赵说：“甲是2，乙是3”。
　　钱说：“丙是4，乙是2”。
　　孙说：“丁是2，丙是3”。
　　李说：“丁是1，乙是3”。
　　又知道赵、钱、孙、李每人都只说对了一半。那么丙的码是几？
　　[分析]首先我们要知道“赵、钱、孙、李每人都只说对了一半”这句话的含义，赵、钱、孙、李4人中每个人都说了两句话，两句话中恰好有一句话是对的，或者说有且仅有一句话是对的。那我们可以怎么办呢？
　　解：从赵说的两句话入手，先假设“甲是2”正确，再看钱说的两句话，显然“乙是2”这句话不对，于是得到“丙是4”；
　　再看孙的两句话“丁是2，丙是3”，发现都不对，于是产生了矛盾，矛盾的根源在于我们假设“甲是2”正确，所以赵说的前一句是错的，后一句话是对的。
　　乙是3，此时分析钱的两句话时无法下手，我们把目标转移到孙的两句话，发现丙不能是3，所以丁是2；再看钱的两句话，容易分析出丙是4，剩下的甲只能是1。
　　[评注]详解中的方法是假设法，是解决此类问题的最佳方法，请同学们务必理解、掌握。
　　[例3]小明、小强、小华三个人参加迎春杯赛，他们是来自金城、沙市、水乡的选手，并分别获得一、二、三等奖，现在知道：
　　（1）小明不是金城的选手；　（2）小强不是沙市的选手；
　　（3）金城的选手不是一等奖；（4）沙市的选手得二等奖；
　　（5）小强不是三等奖。
　　根据上述情况，小华就是哪里的选手，他得的是几等奖？
　　[分析]首先我们可以根据乘法原理得到一共有3×3=9种可能。我们必须根据题目中给的5个条件进行分析、排除，得到问题的结果。
　　解：如右图，我们用红、绿两种线条表示不可能与可能，例如条件1，小明不是金城的选手，我们就在“小明”与“金城”之间连上红线，条件2就在“小强”与“沙市”之间连上红线，依此类推。
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　　[评注]像这种问题，我们用图示的方法显得清晰明了，当然再加上我们的一些逻辑判断，就能很快解决这类问题了。
　　[例4]六支足球队举行循环赛，即每两队之间比赛一场。每场比赛胜者得2分，负者得0分，平局各得1分。各队按积分多少决定名次，如果有些队积分相同，则抽签决定名次。问：（1）前三名积分总和最少可能是多少分？（2）可能得第二名的最低分是多少分？
　　[分析]前三名积分总和最少可能是多少？其实也就是看后三名球队最多可能得多少分。我们从最坏角度考虑，如果六支球队的得分都一样不就是最少的可能了吗？
　　第二名的最低分是多少？还是和上个小题类似，从最坏角度考虑，让第一名得分最高，让剩下的五个队得分相同即可。
　　解：6支球队一共应该进行了15场比赛，所以6个队的总积分是15×2=30分。
　　（1） 让六支球队的得分都一样，此时每个队都得了30÷6=5分，前三名的总分是5×3=15分。因为前三名的总分是不能少于后三名总分的，所以15是最小的可能值；
　　（2）第1名全胜可以拿走2×5=10分，剩下5人的总分是30-10=20分，所以第二名的最低分是20÷5=4分。
　　[评注]本题的一个方法就是“从最坏（好）角度考虑”，我们知道，抽屉原理在很多情况下也是需要用到这种方法的。另外，在生活和学习中，我们也应该经常从最坏角度考虑。举一个最简单的例子，如果你上学在路上的时间是20分钟，你往往会提前30分钟甚至40分钟从家里出来，这是为什么呢？这是因为我们需要从最坏角度去考虑，比如路上会不会堵车等。
　　[例5]某参观团根据下列条件从A、B、C、D、E这5个地方选定参观地点：
　　（1）若去A地，则必须去B地；
　　（2）B、C两地中最多去一个地方；
　　（3）D、E两地中至少去一个地方；
　　（4）C、D两地要么都去，要么都不去；
　　（5）若去E地，就必须去A、D两个地方。
　　那参观团应该去哪些地方？
　　[分析]这个题想一眼就直接看出去哪些地方似乎很困难，必须对每个条件进行分析。先告诉大家一个方法，因为条件比较多，比较杂，建议大家把条件写成一个式子的形式，如条件（1），我可以把它写成“A→B”，条件（2）可以写成“max（B,C）=1”，请同学们自己试一试如何写下面3个条件。
　　解：先看条件5，若去E则必须去A、D，再根据条件4发现还必须去C，根据条件1发现必须去B，此时和条件2矛盾！所以不能去E。
　　根据条件3，因为不能去E，那就必须去D，根据条件4，则必须去C，根据条件2知不能去B，所以也不能去A了。
　　综上，参观团应该去C、D两地参观。
　　[评注]把文字条件写成式子的形式，是解决很多逻辑问题的最佳方案，它可以节约我们重新读条件的时间，例如每次入学调查的逻辑问题，如果用了这个方法，将能省下不少时间。
　　[例6]有一次班里有A、B、C、D这4名同学在教室里打闹，结果一个同学不小心把一个花瓶摔碎了。老师问他们是谁摔碎的，A说是B干的；B说是D干的；C说不是他自己干的；D也说不是他自己干的。如果他们四个人中只有一个人说了实话，那花瓶到底是谁摔碎的呢？
　　[分析]四个人中只有一个人说了实话，那我们可以根据前面问题的方法，逐个假设，然后找到矛盾，并得到问题的结果。
　　但对于这个问题，我们有一个更直接的方法，请同学们看下面的详解。
　　解：B说是D干的，而D说不是自己干的，B和D两人说的话是矛盾的！那两人中必然有一个人说的是真话，一个人说的是假话。而四个人中只有一个人说了实话，于是我们可以判断出C说了假话，他说不是他自己干的，这就足以说明花瓶确实是他摔碎的。
　　[评注]
　　第一，在这个问题中，我们要善于发现自相矛盾的结论（同学们可以参看《思维训练导引》五年级上学期第10讲第三题或者《思维训练教程》五年级上学期第10讲例2）；
　　其次，在这个题中，当我们找到B、D说的话矛盾后，我们并不需要去找谁说的对，谁说的不对，因为我们要的结论是“谁摔碎了花瓶”，这也提醒我们在学习和生活中要善于注意抓住最主要的问题。
　　再提一个小问题，如果这个题目后面告诉我们有两个人或三个人说的是实话，该怎么办呢？可能没有人说实话或者四个人说的都是实话吗？
　　[例7]甲、乙、丙、丁约定上午10点在公园门口集合，见面后，
　　甲说：“我提前了6分钟，乙是正点到的”；
　　乙说：“我提前了4分钟，丙比我晚到2分钟”；
　　丙说：“我提前了3分钟，丁提前了2分钟”；
　　丁说：“我还以为我迟到了1分钟呢，其实我到后1分钟才听到收音机报北京时间10点整”。
　　根据以上谈话分析，这四个人中，谁的表最快，快多少分钟？
　　[分析]只有丁与标准时间有联系，所以我们应该先从丁入手！
　　解：
　　丁以为自己迟到1分钟，说明他的表当时是10:01，实际他是9:59到的，那么他的表快了2分钟；
　　丙认为丁提前了2分钟，说明在丁到达时，也就是9:59时，丙的表是9:58，他的表慢了1分钟，另外丙认为自己提前的三分钟，比丁早到1分钟，那他到公园的实际时间应该是9:58；
　　乙说丙比他晚到2分钟，说明自己是9:56到的，他还认为自己提前了4分钟，说明他的表是准确的；
　　甲认为乙是正点到的，说明9:56时，他的表已经指向了10:00，说明他的表快了4分钟。
　　于是我们发现甲的表最快，快了4分钟。
　　[评注]一味的去比较四个人的表是不好的，我们还是应该以标准时间作参照，计算出每个人到达的时间以及他们的表与标准时间的差距。
　　[例8]一次体育竞赛包含若干个项目，运动员甲、乙、丙参加了每个项目，并且都取得了前三名（没有并列），第一、二、三名的得分是依此减少的三个不等于0的自然数。已知甲得了22分，乙和丙各得了9分，并且丙在一项比赛中取得了第一名。求比赛的项目数。
　　[分析]三人的总分是22+9+9=40分，说明总的项目数是40的一个约数。但是不是每个约数都可以呢？我想肯定不是！比如，如果只有1个项目就是不可能的。因为丙至少取得了一个第一名，所以第一名的得分不能超过9分。
　　解：首先第一、二、三名的得分至少是3、2、1分，而丙得了9分，且至少取得了一个第一名，说明项目个数不能超过7，否则丙的得分将大于3×1+1×6=9分；
　　甲得了22分，而一个第一名的得分不会达到9分，所以至少有3个项目。
　　40的约数中，不超过7又不小于3的有 4、5，我们逐个进行考虑。
　　如果有4个项目：那每个项目第一、二、三名的总得分是40÷4=10分。另外第一名最多可以得9-1-1-1=6分，因为甲得了22分，22=3×6+4，可以发现甲剩下的4分是不可能得到的，而22>5×4，即第一名得5分或5分以下也是不可能的；
　　所以只能是5个项目：每个项目第一、二、三名的总得分是40÷5=8分。此时可以构造出惟一的可能情况：第一名得5分，第二名得2分，第三名得1分。甲得了4个第一，1个第二；乙得了4个第二，一个第三；丙得了1个第一，4个第三。
　　[评注]这个问题是一个比较复杂的问题，希望大家学习好各种推理方法，这样将有利于锻炼我们的思维习惯。
　　总结
　　我们今天学习了逻辑推理的一些方法，比如枚举法、画图分析法等，有时也需要我们抓住两个或多个相互矛盾的条件，寻找问题的突破口。枚举法有时也就是假设法，逐个探讨各种假设的正确性，从而得到确切的信息；画图法能使我们的分析更为直观，通过各种比较得出有利的结论。希望各位同学多多思考！
　　作业
　　1．n个足球队进行比赛，比赛采用单循环制（即每队均与其它各队比赛一场）。规定胜一场得2分，平一场得1分，负一场得0分。如果每一队至少胜一场，并且所有各队的积分都不相同，问：
　　（1） n = 4是否可能？
　　（2） n = 5是否可能？请说明理由。
　　2．已知A，B，C，D，E，F六位同学参加数学竞赛，其中有两人得了满分，但不知是哪两个人，在同学们的猜测中，有下列五种说法：
　　（1） A和C，（2） B和F，（3） B和E，（4） A和F，（5） A和D。
　　但是老师说，在这五种说法中，有四种猜对了一半，有一种都猜错了，那么是哪两位同学得满分？
　　同学们，大家好！
　　今天我们要讲的主要内容是包含与排除，这种问题属于计数问题，但不同于以前学过的枚举法、加法原理和乘法原理以及排列与组合，包含与排除的思想主要是容斥原理，至于什么是容斥原理，我们在具体内容中会讲到。
　　首先我们还是应该大概介绍几个定义：集合、元素、元素个数、交集、并集、子集、补集。我们还应该知道它们的表示方法。
　　[例1]一个班26名学生全都参加了课外兴趣小组，其中参加数学小组的有11人，参加英语小组的有23人，那有多少个人两个小组都参加了？
　　[分析]我们先看前面两个条件：“一个班26名学生全都参加了课外兴趣小组，其中参加数学小组的有11人”，那是不是有的同学已经得到这样一个结论：参加英语小组的有26-11=15人？哈，这可是个比较幼稚的想法，不过当你看到下一个条件也就是参加英语小组的有23人时，你能想到什么？为什么不是15呢？
　　解：一共有23+11=34人次参加了兴趣小组，而一共有26名学生，所以有34-26=8名同学参加了两个兴趣小组。
　　[评注]如果我们把左边的圆看成参加数学小组的同学，把右边的圆看成参加英语小组的人，那中间的部分就是两个小组都参加的同学。什么是容斥原理呢？说简单一点就是用两个的和减去公共部分等于实际的总数，在这个题中体现为：把两个组的人数加起来，减去都参加的人数应该等于实际参加兴趣小组的总人数。
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　　另外，本题中强调26名学生都参加课外小组了，那同学们想一想，如果这句话不强调的话，会是个什么样的结果呢？
　　[例2]一个班有48名学生，其中有一部分报名参加了数学和英语兴趣小组，其中参加数学小组的有26人，两个小组都参加的有3人，两个小组都不参加的有6人，那有多少个人参加了英语小组？
　　[分析]我们主要看一下这个问题与上一个问题的区别，第一个区别是这个题目中有人两个小组都没有参加，而上题是都参加了至少一个小组；另一个区别就是把上个题的一个条件和结论进行了调换，当然数学中经常会遇到这样的问题。
　　解：首先去掉两个小组都不参加的6个人，于是还剩下48-6=42人，有26人参加了数学，所以只参加英语没参加数学的有42-26=16人，再加上两个小组都参加的3人，于是我们得到参加英语小组的一共有16+3=19人。
　　[评注]能够把一个题与另一个题进行类比是一种能力！有的同学再做同一类型问题时，还把每个题当作新题来做，这是很浪费时间的！我觉得真正学的好的同学是讲究效率的那一类同学。
　　[例3]如图，三个边长都是16的正方形叠在一起，两个红色正方形只有一个顶点是重合的，且三个正方形一起盖住的部分的面积是648，求白色部分的面积（即两个小正方形的面积和）是多少？
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　　[分析]3个正方形分开放的话，面积应该是3×16×16=768，但现在只盖住了648，这是为什么呢？因为有重叠的部分，那我们能不能先把重叠的部分算出来，然后再用中间正方形的面积减去重叠部分的面积，就计算出白色部分的面积呢？
　　解：因为最上面的三角形与最下面的三角形的一个顶点是重合的，所以它们之间没有公共部分，也就是说重叠的部分都是被盖了2次，于是重叠部分的面积等于
　　（3 × 16 × 16 - 648 ） ÷ （ 2 -1） =120，那么白色部分的面积就是16 ×16 -120 =136。
　　[评注]其实这个题还有一个更简单的方法，那就是：直接用盖住部分的面积减去上、下两个正方形的面积就是白色部分的面积，即648 -2 × 16×16=136，同学们想想这是为什么？另外大家再考虑一下详解的算式中÷（ 2 -1）是什么意思？
　　[例4]体育老师让24名学生站成一行，从1到24进行报数。此时体育老师面向学生，先让报的数是3的倍数的同学向后转，再让报的数是4的倍数的人向后转，问：最后有多少名同学面向老师？
　　[分析]我们可以先计算出两次中每次有多少个同学向后转，然后再考虑有最后的问题。第一次向后转的同学有24÷3=8名；第二次向后转的同学有24÷4=6名。
　　先问一个问题：我们能不能直接用24-6-8来计算？有的同学肯定说不行，为什么呢？因为有重复，那有几名同学是重复计算了的呢？3和4的最小公倍数是12，那就有2名同学被重复计算了，所以应该是24-8-6+2=12名同学。
　　同学们，你们说我的这个结果对吗？
　　解：经过分析中的计算，我们可以得到“向后转”的同学一共有8+6-2=12人，但这12人中有2人“向后转”了两次，他们最后还是面向老师的，所以最后的结果应该是24-8-6+2+2=14！
　　[评注]同学们，你们明白是怎么回事了吗？为什么还要加一个2？原来这个重复的两个人经过两次向后转，他们又面向老师了！你们不妨自己试一试吧！
　　[例5]在1 ~ 2003中，有多少个数是5的倍数，但不是3的倍数。
　　[分析]看清楚问题后，我们发现这个问题并不困难，要的是5的倍数，但不能是3的倍数，那我们可以先把5的倍数有多少个算出来，再排除掉3的倍数就可以了。
　　解：1~2003中有400个数是5的倍数。如果一个数既是5的倍数，又是3的倍数，那它就是15的倍数，1 ~ 2003中有133个数是15的倍数，所以应该用400-133=267得到最后的结果，即有267个数是5的倍数，但不是3的倍数。
　　[评注]问一个小问题：解中400和133都是怎么得来的？应该是用2003分别除以5和15得来的，当然最后结果是取的整数部分。这个题主要体现的是一个排除的思想！
　　[例6]如图1，已知正方形的边长是4，求阴影部分的面积。
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　　[分析]这个题和第三题很类似，属于面积方面的问题。我们可以把这个图看成两个扇形来覆盖整个正方形，恰好覆盖住，但是有重叠部分，所以我们就很快找到了问题的方法。
　　解：两个扇形的面积为[image: image151.png]2><%><7r><42 8



 ，正方形的面积是4×4=16，所以阴影部分的面积是[image: image152.png]87-16



 。
　　[评注]希望同学们能注意这种问题的方式，它将给你解决一些几何问题提供一个全新的思路。
　　[例7]在1 ~ 840中，有多少个数既不是3的倍数，也不是5和7的倍数。
　　[分析]这个题看上去就很麻烦！先算3的倍数有多少个，再算5、7的倍数分别有多少个，可是我们能直接用840去减吗？不可以！因为有公共部分。如果把3、5、7的倍数各算一遍，那就多算了3×5、5×7、7×3的倍数，而此时还有一个更关键的地方就是3×5×7的倍数！大家自己看一看下面的图，找一找处理的方法。
　　解：1 ~ 840中，有280个是3的倍数，有168个是5的倍数，有120个是7的倍数，有56个3×5的倍数，有24个5×7的倍数，有40个7×3的倍数，还有8个3×5×7的倍数。
　　我们先计算3个绿色圆环中一共有多少个数，当我们用280+168+120-56-24-40时，发现最中间的部分加了3次，减了3次，那就应该再把它加上。所以一共有280+168+120-56-24-40+8=456个数，那外面的数有840-456=384个，即有384个数既不是3的倍数，也不是5和7的倍数。
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　　[评注]其实这个题还有一个非常简单的方法，在连续3×5×7个数中有（3-1）×（5-1） ×（7-1）=48个数不是3、5、7之一的倍数。那在840中就有840÷105×48=384个数不是3、5、7之一的倍数。大家想一想这个方法的道理是什么？
　　[例8]甲、乙、丙同时给100盆花浇水，甲浇了78盆、乙浇了68盆、丙浇了58盆，那么3人都浇过的花最少有多少盆？
　　[分析]3个正方形分开放的话，面积应该是3×16×16=768，但现在只盖住了648，这是为什么呢？因为有重叠的部分，那我们能不能先把重叠的部分算出来，然后再用中间正方形的面积减去重叠部分的面积，就计算出白色部分的面积呢？
　　解：因为最上面的三角形与最下面的三角形的一个顶点是重合的，所以它们之间没有公共部分，也就是说重叠的部分都是被盖了2次，于是重叠部分的面积等于（ 3 × 16 × 16 -648） ÷ （ 2 - 1 ） =120，那么白色部分的面积就是16 ×16 -120 =136。
　　[评注]其实这个题还有一个更简单的方法，那就是：直接用盖住部分的面积减去上、下两个正方形的面积就是白色部分的面积，即648 -2 × 16 × 16 =136，同学们想想这是为什么？另外大家再考虑一下详解的算式中÷ （ 2 - 1 ）是什么意思？
　　总结
　　本讲主要讲解了涉及互相重复的两类或三类对象的计数问题，解题可以利用计算所有对象个数的容斥原理，以及图示包含与排除的关系。
　　作业
　　1．先证明两种阴影部分的面积相等，然后计算阴影部分的总面积。
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　　2．一个班有48名学生，其中有一部分同学报名参加了数学、英语和语文兴趣小组，其中参加数学小组的有26人，参加英语小组的有23人，参加语文小组的有19人。其中恰好参加两个小组的一共有25人，三个组都参加的有2人。那有多少名同学没参加任何兴趣小组？
　　在学习了五年级上学期的若干专题内容后，今天给大家准备几道综合练习题。这些题目的综合性体现在对不同专题，以及同一专题的不同类型之间都有所综合，能够锻炼大家把学过的知识融会贯通。
　　希望同学们要发现每道题的“综合知识点”，从而考察一下自己对所学专题掌握的熟练程度。
　　[例1]已知N是一个自然数，如果最简分数 ，那么N=_____，“○”=_____，“□”=_____；
　　分析/解：等左边是一个最简分数，右边是一个循环小数，我们的第一个想法是把等左右都统一成分数形式：
　　为什么两个样子不同的分数大小却相等呢？因为等右边的分数一定可以经过约分变成等左边的分数，约掉____________，因此_____________。
　　因此，N=_____，“○”=_____，“□”=_____；
　　[评注]这道题目是一道“分数与小数型数字迷”，并且综合了“循环小数与分数的互化”、“数的整除特征”等相关知识。
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 ，且“□”中所填数字相同，那么“□”中应该填______；
　　分析/解：题目中这个能被7整除的数非常的大，它的未知数位有8个，不过还好这些数位上数字相同。
　　我们学过能被7整除的数的特征是“一个数的后三位形成的数与前面形成的数相减（大减小），如果差能被7整除，那么原数也能被7整除”。
　　但是对于这道题目，很难直接利用这条性质，这里我们把这条性质拓展：
　　“将一个数从右起三位一段，形成若干个三位数（不足三位数看成三位数），把从右起奇数的三位数相加，偶数的三位数相加，两个和之差能被7整除，则原数也能被7整除”。
　　□□ 22□ □33 □□4 4□□
　　[评注]这道题目以数字迷的形式考察了大家对数的整除特征的灵活应用。在题目中我们拓展了能被7（11或13）整除的特征，结合了“数的表示形式”，充分利用了整除性质，希望这些方法与技巧大家能够掌握。
　　[例3]在同样大的正六边形中，按下面两种方式分别画出两个等边三角形，从而重叠出两个新的六边形（阴影），已知两个阴影面积相差15，那么原来的正六边形面积是_______；
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　　分析/解：题目中这两个图形非常相似，都是六边形中作了两个等边三角形，从而叠出一个小六边形。那么它们的区别在哪里呢？
等边三角形的顶点位置影响了它们面积的大小。下面利用格点与割补的方法观察这两个阴影分别占原六边形的几分之几。
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　　因此原六边形的面积为___________________；
　　[评注]这道题目是一道“格点与割补”的问题，它借助两个图形之间区分，结合了和差倍分中的“对应量÷对应率=单位1”的思想 。
　　[例4]某班老师建议学生读A、B、C三本课外书，每人至少读一本，结果有25人没有读A，有17人没有读B，有21人没有读C，恰读了1本书的人数是恰读过2本书人数的3倍，有10人三本书全读过，那么该班有_____人；
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　　分析/解：这体题目条件给出的比较特别，说的是没读过某本书的人数，如果凭空硬想不太容易理解人数之间的关系，那么画个图来思考。
　　利用“累加求和”的想法把25、17、21相加，把恰读过1本书的人数算了____遍，把恰读过2本书的人数算了____遍，把恰读过3本书的人数算了____遍。
　　因此，
　　[评注]这是一道“包含与排除”的题目，但是我们用到了恰读过1本书的人数与恰读过2本书的人数之间的倍数关系，解了一道和差倍问题。当然我们也可以利用方程来求解本题，无论什么方法，对于25+17+21的理解是至关重要的。
　　[例5]某人的电话码是五位数，已知10个五位数 “17560、44356、41892、25731、78697、22171、90389、79500、53970、86075”中每一个数都与电话码恰好在某一位上数字相同，那么这个电话码是_______；
　　分析/解：题目中这10个五位数让我们感觉有点眼花缭乱，那么请大家不要慌乱，也不要急于求成。对于逻辑推理的题目，熟练运用“假设法”与改变“观察问题的角度”是非常重要的。
　　由于每一个数都与电话码在某一位上数字相同，那么五个数位上总共出现过10次正确的数字。
　　那么按照下面的观察角度进行统计：[视频课程集锦：http://zkikaoticn/shop/zxxhtm]
　　万位 1　 4　 4　 2　 7　 2　 9　 7　 5　 8
　　千位 7 　4 　1 　5 　8 　2 　0 　9 　3 　6
　　百位 5 　3 　8 　7 　6 　1 　3 　5 　9 　0
　　十位 6 　5 　9 　3 　9 　7 　8 　0 　7 　7
　　个位 0 　6 　2 　1 　7 　1 　9 　0 　0 　5
　　[评注]这道“逻辑推理”题目在利用“数字拆分”分析时还用到了“抽屉原理”的想法。所以同学们在做题的时候要做到“学以致用”，尤其在这种考察综合能力的题目中，一定要充分利用自己学过的知识。
　　[例6]甲、乙二人在河中进行划船比赛，赛道是河中央的长方形ABCD，其中AD=100米，AB=80米。已知水流从左到右，速度每秒1米，甲、乙从A处同时出发，甲沿顺时针方向划行，乙沿逆时针方向划行，已知甲比乙的静水速度每秒快1米（AB、CD边上视为静水划行），两人第一次相遇在CD边上的P点，4CP=CD，那么在前5分钟内，两人一共相遇了_____次；
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　　分析/解：对于行程问题，先要看“路程”、“时间”、“速度”条件是如何给出的。这道题“路程”条件非常充分；“时间”上，问题中有5分钟，而且相遇问题中两人所用的时间相同；在“速度”上，有速度差、以及受水速的影响等条件。
　　但是最关键的“二人的速度到底是多少？”，题目并没有给出。
　　请大家注意，题目中“第一次相遇情况”就是帮我们解决甲、乙速度关系的关键：
　　顺水 　　　静水 　　　逆水
　　甲 　　100米 　　80+20=100米 　0
　　乙 　　100米 　　80-20=60米 　   0
　　从而看出，甲顺水行100米的同时乙静水行60米。
　　因此，   顺水   　　　静水 　　　逆水
　　甲 　　___米/秒 　　___米/秒 　___米/秒
　　乙 　　___米/秒 　　___米/秒 　___米/秒
　　下面，我们就来分析5分钟，两个人的运动过程。
　　速度关系：
　　　　　　顺水 　　　静水 　　　　逆水
　　甲 　　5米/秒 　　4米/秒 　　　　3米/秒
　　乙 　　4米/秒 　　3米/秒 　　　　2米/秒
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　　在环形路线上每相遇一次，二人须共走一圈，相遇几次就要共走几圈，下面来分析5分钟内，甲乙二人各要走多少路程。
　　甲走一圈：
　　乙走一圈：
　　因此甲乙共走了____圈多，不足____圈，共相遇过____次。
　　[评注]这道综合性较强的行程问题，它既包含“流水行船”、“环形路线”问题，还涉及了“分段考虑”“多次相遇”等行程类型。
　　总结
　　经过今天的课程，不知道大家有什么感想。希望同学们课下还要认真分析这些题目，建立不同专题之间的联系，灵活处理每个专题中不同类型的题目。真正做到对知识的深刻理解、融会贯通。
　　下面留几道题目供大家练习：
　　1．一个各位数字都不大于4的六位数，且能被99整除，这样的六位数共有_____个；
　　2．王老师要求班上同学读A、B、C三本课外书，每人至少读一本，结果有20人读过A，17人读过B， 23人读过C，且恰读了1本人数比恰读过2本书人数多出的人数恰等于读过3本书的人数，那么王老师班上最多有_____名同学；
　　3．如图，将数字1~9分别填入九个圆圈中，然后把每条小线段上写上与它相邻的两个圆圈中数字的和，回下面两个问题，能则给出一个例子，否则加以证明：
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　　1）能否使得所有横线、竖线、斜线上写出的所有数字互不相同；
　　2）能否使得所有横线和横线上写出的所有数字互不相同；
　　同学们已经学习过了很多不同类型的应用题，它们各自都有着不同的解决方法，遇到一道应用题，首先就应该分析这是一道什么类型的题目。对于每种类型的题目，都要有一些必不可少的条件。比如最简单的和差问题就必须有两数之和、两数之差这两个基本条件。
　　但是还有一些题目，其中必需的基本条件或者没有直接给出，或者只是给了一个大概的估计。这就需要我们充分的利用学过的各种知识来确定可能的结果，然后利用题目中的限制条件或者隐含条件的出最后的结果。
　　要注意，题目中只是有某些条件没有确定，但是类型还是可以判断出来的。因此大家原来学习过的解决该类型题目所用到的方法还是有效果的。
　　[例1]甲、乙两个小朋友各有一袋糖，一袋多一袋少，每袋不到20粒，如果甲给乙一定数量的糖后，甲的糖就是乙的2倍，如果乙给甲一定数量的糖后，甲的糖就是乙的3倍，那么，甲乙共有多少粒糖？
　　[分析]这道题目应该是一道和差倍问题中的变倍问题。但是由于题目中并没有具体说出互相给的糖果数量，因此造成一定的困难，但是仍然可以利用原来学过的解决变倍问题的基本方法和思路。仍然可以利用倍数关系设“一倍量”。
　　解：首先可以根据题目条件分别设乙接受一定数量的糖后的糖果个数为一倍量。则总糖果数为3份；然后再设乙给出一定数量的糖后的糖果个数为一倍量。则总糖果数为4份。显然糖果数量应该同时是3和4的倍数，也就是12的倍数。
　　可以是12、24、36。想一想，为什么不能是更大的数？
　　于是乙在接受一定数量的糖后和给出一定数量的糖后的糖果个数就可能分别是上面三个数的三分之一和四分之一。
　　分别进行计算： 12 　24 　36
　　乙接受糖后的个数：
　　乙给出糖后的个数：
　　显然只有一种情况能够满足题目中的实际条件。
　　因此两人的糖果总数就应该是：_____________。
　　[评注]题目中没有给出的条件—两人之间相互交换的糖果数量，通过分析题目中一个隐含的限制条件而得到。而其他部分的解题方法则源于常规的步骤。
　　[例2]甲班有42名学生，乙班有48名学生，已知在某次数学考试中按百分制评卷，评卷结果各班的数学总成绩相同，各班的平均成绩都是整数，并且平均成绩都高于80分，那么甲班的平均成绩比乙班高几分？
　　[分析]甲班人数少，但是两班的总分相同，因此必然是甲班的平均成绩更高。观察甲乙两班的人数：42和48，可以发现：
　　42 = 　　　　48 =
　　解：首先因此可以把两个班都分组，两班各取一组进行比较，这两组的总分显然也应该相同。
　　× 甲班平均成绩 = 　　　　× 乙班平均成绩 =
　　根据整除的性质可知：一个等式两边所有的约数应该是成对出现的，等左边和右边经过质因数分解之后应该应该可以写成相同的质数的连乘积。
　　通过对几个可能结果的计算可以知道唯一正确的是：
　　甲班平均成绩 = 　　　　乙班平均成绩 =
　　因此两个班的平均成绩相差：__________分。
　　[评注]当然本题如果不对两个班进行分组同样能够得出相同的结论，但这样做是为了能够让需要考虑的数变小，容易观察出相应的规律。本题需要大家把和题目相关的整数知识结合道题目中一起进行考虑，对于这种综合性的题目，必须在熟练掌握个部分相关知识的基础上提高综合归纳的能力。
　　[例3]三个班，小班人数最少，中班27人，大班比小班多6人，桔子25箱，每箱不少于50个，不超过60个，且桔子总数个位是7；若每人分19个，则不够分；现在大班比中班每人多分一个，中班比小班每人多分一个，刚好分完，这时大班每人分得多少个？小班有几个人？
　　[分析]这道题目中条件很多，但可以把全部的条件分成三类：关于三个班人数的；关于桔子个数的；以及两次分桔子的结果。如果能够把这三类条件分别考虑，那么题目的难度就会大大的降低。
　　解：首先来估计一下三个班的大概人数：
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　　接下来估计一下桔子的数量：
　　最少： 　　　　最多： [视频课程集锦：http://zkikaoticn/shop/zxxhtm]
　　因此桔子的个数在：___________到___________之间，个位为7。
　　每人19个都不够分，人数最少有：_______________________________个。
　　现在大班比中班每人多分一个，中班比小班每人多分一个，刚好分完，由于每人分得个数不等，难于计算。为了方便起见，从大班中每人拿走一个桔子，分给小班每人一个。由于大班比小班多6人，因此最后剩下6个桔子，并且三个班每人分的桔子数相等。
　　去掉多余的6个桔子，可能的桔子数在：__________到__________之间，个位是1。因此只可能是每人分17、13或11个桔子。分别计算：
　　经过计算可以发现，只有当每个人分到：________个时，才满足题目中的条件。
　　大班分得：_____________个；小班分得：_____________个。
　　[评注]对于题目中出现许多条件容易让人混淆时，对条件分类进行考虑是一种可行的办法。同时也是理清题目内在关系的一个步骤。
　　[例4]一次数学竞赛都是填空题，小明错的恰好占题目总数的四分之一，小亮错题目5道，两个人都错的题目占总题目数的六分之一。已知小明和小亮都对的题目数超过了试题总数的一半，那么两个人都对的题目有多少道？
　　[分析]本题是属于包含与排除类型的题目，此类题目的基本方法是图示法，通过不同的部分来表示具有某种性质的题目。用最外边的大长方形来表示全部题目，两个圆圈分别表示小明和小亮错的题目。
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　　解：首先分别确定图形中4个不同部分各自的大概数量。首先把全部题目的数量设为单位1，由于其中出现了 ，因此全部题目的总数必然为12的倍数。按照题目条件可以得到以下几种结果：
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[视频课程集锦：http://zkikaoticn/shop/zxxhtm]
　　由于部分不可能大于整体，因此更多的题目数是不可能的。
　　于是两个人都对的题目一共有：___________道。
　　[评注]简化由于部分条件以分数的形式给出，一个条件以个数给出，因此可能会有多种可能情况出现，题目中出现的条件：“已知小明和小亮都对的题目数超过了试题总数的一半”就是为了能够从中确定唯一的正确案而设立的。
　　[例5]一次象棋比赛共有10位选手参加，它们分别来自甲、乙、丙三个队。每个人都与其余9个人比赛一盘，每盘胜者得1分，负者得0分，平局各得05分；结果乙队平均得分为36分，丙队平均得分为9分，那么甲队的平均得分是多少？
　　[分析]全部10名选手一共将比赛45场，因此总分就是45分。而每队得分总数必然是05的倍数。现在乙队平均得分为36分，显然乙队人数只能是5的倍数。由此为突破口，题目即可得到解决。
　　解：如果同学们不好理解为什么乙队人数只能是5的倍数？可以把分数扩大10倍，由于没有了小数点的干扰，会更好理解一些。
　　由于10个人组成了3个队伍，因此乙队的人数就只能是5个人，于是乙队的总分就是：______________________。剩下两队共得到：_________________分。
　　两队人数共5人，共得到：______分。由于已知丙队平均得分为9分，因此可以按照枚举法分别讨论丙队人数为1、2、3、4个时的可能性：
　　丙队人数：__________；甲队人数：__________；
　　甲队总分：______________________；甲队平均分：__________________；
　　显然只有唯一的一种情况才可能出现，此时得到的就是甲队的平均分。
　　[评注]对于这种在题目中含有隐含的限制条件的题目，先通过枚举法列举出全部可能结果，再利用限制条件进行筛选得到合适的结果是常见的步骤。
　　[例6]团体购买公园门票的票价如图：
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　　今有甲乙两个旅游团，若分别购票，两团总计应付门票费1142元，如果合在一起作为一个团体购票，总计只付门票费864元，那么两个旅游团各有多少人？
　　[分析]两团合在一起购票，每个人的票价都相同，而所花的费用是8的倍数而不是10的倍数，显然应该已经有不只100人。可以求出总人数。
　　继续观察分别购票所花费用，由于1142不是10的倍数，因此不是全部的人都能够用10元的价格买到票，必然是因为有一个旅游团因为人数不到50而每人花费了12元。考虑一下这实际上是一个什么类型的题目？
　　解：首先采用假设法，每人都花10元钱购票，按照总人数应该花费：_______元。
　　　　比实际少花了：___________________________元。
　　　　因此有：___________________________人花了12元钱买票。
　　　　于是另外一个旅游团有：_______________________人。
　　[评注]通过深入分析题目中给出的两个总钱数，找出其中隐含的条件。如果头脑灵活，对以前学过的相关知识活学活用，能够及时发现本题目鸡兔同笼的本质。才能保证更快更好的解题。
　　[例7]巧克力每盒11块，软糖每盒13块，要把这两种糖分发给一些小朋友，每样糖每人一块；由于又来了1位小朋友，软糖就要增加1盒，这时两种糖的盒数相同；现在又来了1位小朋友，巧克力还要增加1盒，那么原有多少位小朋友？
　　[分析]如果再来一位小朋友，就要增加一盒软糖，显然是因为现在的软糖恰好分完没有剩余，就是说现在的人数是13的倍数。按照同样的分析，可以知道增加一位小朋友之后，总人数就是11的倍数，并且这时需要的两种糖的盒数相同，只需要把11和13的倍数列表进行观察就可以发现正确案。
　　解：把11和13的倍数列表进行观察，找出一个11的倍数，使得它减1之后成为13的倍数，并且如果按照此人数发糖需要同样多的盒数。
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　　可以发现11的倍数：________满足要求，计算一下如果有这么多的小朋友，需要软糖和巧克力各多少盒：
　　软糖：_________________________；巧克力：_________________________。
　　显然已经满足题目的要求。
　　[评注]简化同学们如果足够细心，继续向后寻找满足：“11的倍数，使得它减1之后成为13的倍数”这一条件的数，还能够发现另一个数：209。但是继续算下去就会发现这个数不满足接下来的“需要同样多盒的软糖和巧克力”这一条件。
　　[例8]某人在10时15分由码头划出一条小船，他欲在13时回到码头。河水速度14千米/时，船在静水中的速度3千米/时，他每划30分钟就休息15分钟，中途不改变方向，只在某次休息后往回划。那么他最远能划离码头多远？
　　[分析]从10时15分到13时一共是两小时45分，是165分钟。
　　　　　165 = 30 + 15 + 30 + 15 + 30 + 15 + 30
　　　　　显然他会分别划船4个30分钟并且休息3个15分钟。
　　由于他需要最终回到码头，因此必须走一段来回的行程，有顺流有逆流，而在他休息时船将会顺流向下游飘去。
　　解：首先由于他在每次30分钟的划船过程中不改变方向，因此在这4段航程中不可能顺流逆流各两段，想一想，为什么？。当然更不可能有3段顺流1段逆流，这样显然会跑到下游太远的地方会不到码头。
　　因此只可能是4段都逆流或者是3段逆流1段顺流。
　　逆流速度为：________________千米/时；顺流为：________________千米/时。
　　先考虑看起来比较可能的后一种情况：
　　3段逆流1段顺流：
　　3段逆流航行一共能够航行：_______________千米。
　　中间的2次休息会顺流飘回：____________________________千米。
　　在第三段逆流航行结束时已经航行了：_________________________千米。
　　最后一次能够顺流航行：___________________________千米。
　　显然即使不算最后一次休息时向下游漂的路程，单靠最后一次顺流航行就可以回到码头。
　　通过类似的计算可以发现如果4段航程全部逆流的话，单单只靠3个15分钟的顺水漂流不能完全抵消4段逆流航程所航行的路程。
　　[评注]同学们考虑一下，如果3段逆流一段顺流的航程以顺流而下开始的话，这个人还能不能回到码头？利用和上面完全相同的计算方法可以得出正确的结果。这会是一个可能的案吗？希望大家把它当作练习认真地做一下。
　　总结
　　希望同学们经过本讲的学习，能够在判断出一道题目是什么类型之后，看出哪些必需的条件没有明确地给出，或者是只给了一个大概的范围。题目中哪些是限制条件？哪些条件又是隐含在题目之中没有直接给出？
　　只要能够在做题目之前对这些问题有了明确的案，那么接下来的解题过程就可以顺利进行了。
　　作业
　　1．小红有三本集邮册，全部邮票的五分之一在第一本中，第二本中的邮票占总数的七分之几，剩下的26张在第三本中，那么小红共有邮票多少张？
　　解：去掉第一本中的五分之一，剩下两本中的邮票占总数的五分之四。因此第二本中的邮票最少可以占总数的七分之一，最多可以占总数的七分之五。
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　　可以看出，如果把全部邮票分成35份，分子分别是23、18、13、8和3份，也就是小红第三本中的26张。而26只是13的倍数，是两倍。因此把全部邮票分成35份之后，每份恰好就是两张。小红一共有70张。
　　2．甲、乙、丙三人各有一些棋子，其中最多的人比最少的人多出60多枚棋子，甲先拿出自己的一半平分给乙、丙，然后乙拿出自己的1/3平分给甲、丙；最后丙拿出自己的1/4平分给甲、乙，这时三人棋子数正好相同，那么三人共有棋子多少枚？
　　解：最后三人的棋子数相同，可以设为1份，但是在题目中出现了某人用自己的一半、1/3、1/4等数来平分给另外两人，也就是给另外两人每人：1/4、1/6、1/8。为了方便可以把最后每个人的棋子数设为24份，三个人一共72份。
　　最后一步，丙拿出1/4还剩3/4，是24份，丙原来有32份。于是他给了甲和乙各4份。倒推一步，甲、乙、丙分别各有：20、20、32份。
　　第二步，乙拿出1/3还剩2/3，是20份，乙原来有30份。于是他给了甲和丙各5份。倒推一步，甲、乙、丙分别各有：15、30、27份。
　　第一步，甲拿出1/2还剩1/2，是15份，甲原来有30份。于是他给了甲和丙各75份。倒推一步，在最开始甲、乙、丙分别各有：30、225、195份。
　　这时最多的人比最少的人多105份。并且这105份是60多枚，因此一份只能是6枚棋子。三人共有 6 × 72 = 432 枚棋子。
　　3．一小、二小两校春游的人数都是10的倍数，出行时两校人员不合乘一辆车，且每辆车尽量坐满，现在知道两校都租用14个座位的旅行车，则两校共需这种车72辆，如果两校都租用19座的旅行车，则二小要比一小多租用这种车7辆；那么两校参加这次春游的人数分别为多少人?
　　解：两校都租用14个座位的车，一共需要14辆：
　　14 ×72 = 1008 ； 14 × 70 + 2 = 982 。
　　由于两校人数都是10的倍数。则人数只能是990或1000人。
　　两校都租用19座的车，二小要比一小多租用这种车7辆；那么当一小坐满，二小第七辆车只坐1人时，两个学校的人数相差最少。这时相差：
　　19 × 6 + 1 = 115 人。显然不可能差这么少，最少差120人。
　　当一小最后一辆车只坐1人，二小多出的7辆车全部坐满时，两个学校的人数相差最多。这时相差：
　　19 × 8 - 1 = 151 人。显然不可能差这么多，最多差150人。
　　于是两个学校的人数的差就可能是120、130、140、150。如果总人数是1000，一小的人数就分别是：440、435、430和425。显然只有440和430是可能的。分别计算：如果总人数是990，一小的人数就分别是：435、430、425和420。显然只有420和430是可能的。分别计算
　　一小440人，二小560人。租用14个座位的车，分别需要32辆和40辆，共需要72辆，无矛盾。租用19个座位的车，分别需要24辆和30辆，相差6辆，与题目中的条件相矛盾。
　　一小430人，二小570人。租用14个座位的车，分别需要31辆和41辆，共需要72辆，无矛盾。租用19个座位的车，分别需要23辆和30辆，相差7辆，无矛盾。于是两个学校的人数就分别是：一小430人，二小570人。
　　如果总人数是990，一小的人数就分别是：435、430、425和420。显然只有420和430是可能的。此时二小的人数就是：570和560。如果租用14个座位的车，分别需要30 + 41 = 71辆和31 + 41 = 71辆，与题目中的条件相矛盾。
　　因此只有一种可能的案。
　　同学们，大家好！
　　计算在我们的数学学习中占有很重要的位置，计算速度的快慢直接影响我们学习的效率，所以希望大家平时多注意计算的方法和技巧，以便于我们在将来提高学习和工作的效率。
　　举个最简单的例子，我记得我上高中的时候，别人要花一个小时的作业，我只需要20分钟，为什么呢？那就是因为我的计算速度比别人都快。比如我抄题的时候就已经列好了算式，而我列完算式后，我的结果已经出来了，于是我在做作业的时候，笔从来不用离开作业本，也很少打草稿，并且能保持很高的正确率。所以我能省下很多时间去学一些别的知识，以保持自己的优势。
　　[例1]将下列小数化成分数：
　　[image: image168.png]0.3125 = , 0.i7i= , 015369




。
　　[分析]这三个小数分别是有限小数，无限纯循环小数和无限混循环小数，我们一起来看看如何把它们化为分数。
　　解：[image: image169.png]_3125 _ 5
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；
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　　[评注]我们根据上面的算式应该能自己总结出小数化分数的方法。
　　[例2]将下列分数化成小数：
　　[image: image171.png]9 _
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　　[分析]和第1个例题是对应的，这三个分数化成小数后分别是有限小数，无限纯循环小数和无限混循环小数。
　　解：
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　　[评注]其实第3小题的方法还有很多，大家先自己想一想，再看下面的方法。
[视频课程集锦：http://zkikaoticn/shop/zxxhtm]
　　[例3]计算：[image: image173.png]13.5+0.1+43+1%
W
241

13 5 00



。
　　[分析]这种分数叫做繁分数，通常情况下应该分别把分子和分母计算出来，然后当除法做即可。但这个题似乎不好办，因为无论是分子还是分母都非常不容易化简，看上去计算量会很大！
　　解： [image: image174.png]13.5+0.1+43+1%
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　　[评注]这种问题中，观察变的尤为关键，往往需要我们在观察出一些规律后，再进行计算，这样才回方便一些。
　　[例4]比较大小：[image: image175.png]1109 OZZZI 11 O209 4 o 9
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 。
　　[分析]分数比较大小应该比较简单，可是这3个题不是最简单的问题，如果直接通分，计算量就太大了！第1小题，观察出这两个分数都很接近1，以1为参照；第2小题观察出209是11的倍数，于是我们可以对分子进行“通分”，第3小题分子和分母都没有什么规律，这怎么办呢？
　　解：
　　1）[image: image176.png]1109 1 2221 2
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 ；
　　2）[image: image179.png]11 _11x19 _ 209 209
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 ；
　　3）[image: image180.png]


 的倒数是[image: image181.png]


 ，[image: image182.png]


 的倒数是[image: image183.png]


 ，显然[image: image184.png]


 ，所以[image: image185.png]


。
　　[评注]分数比较大小，通常是对分母进行通分，然后比较分子，但这几个题就不一样了，有的是要对分子进行通分，有的是拿它们同时与另一个数进行比较，还有的是直接比较它们的倒数。多掌握一些方法是很有必要的！
　　[例5]算式[image: image186.png]33..3 X33..3 4
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的乘积各位数字之和等于多少？
　　[分析]计算数字和，我们只能把这个算式算出来，可是数实在太大了，我们能怎么办呢？我想我们应该先找一找规律，看看能不能把结果表示成一个有规律的数，这样也就自然能计算各位数字的和了！
　　解： 3×4=12；33×34=1122；333×334=111222，于是我们是否可以猜想
　 　　　[image: image187.png]333 X 3323 4= 121 22--2
2004/\3 200373 2004/\12004/\2



呢？
　　 　　事实上
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　　所以数字和为2004×（1+2）=6012。
　　[评注]象这种看上去数很大的问题，一般我们都应该先找找规律，再寻找问题的方法。
　　[例6]计算：[image: image189.png]36lx351+(20.676 +
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？
　　[分析]这是一个普通的计算题，但寻找最佳方法就成为了最大的问题。比如计算[image: image190.png]~la
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 ，是直接通分吗？当然不是，应该把37[image: image191.png]


 拆成36和1[image: image192.png]


 ，这样就简单多了。
　　解：
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　　[评注]在计算中有很多简算的方法，这个题主要是要求同学们有分拆的思想。另外，作者在出题时考虑到加、减、乘、除、括等运算符，还包含了整数、小数和分数，可以说是一个不错的题目。
　　[例7]把10以内所有自然数的倒数加起来，然后化成小数，那么小数点后第7826位是几？
　　[分析]把10以内所有自然数的倒数加起来，如果要一个一个加起来，需要通分，容易想到分母一定很大，再化成循环小数就更麻烦了！所以我们要想一个更好的办法。
　　题目要求的是小数点后第7826位，也就是说前面几位并不需要考虑，再想一想，发现一般的有限小数不影响后面的数字，只有无限小数才影响到后面的数字。
　　解：[image: image194.png]


，以上6个是有限小数，不可能影响到小数点后第7826位，还剩下2个，[image: image195.png]o
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 ，这样直接通分也不好，直接考虑到[image: image196.png]R
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=01111…… ，就不难发现[image: image198.png]o
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 等于0253968253968……
　　每6位一循环，7826÷6=1304……2，所以第7826位就相当于第2位，这个数字是5。
　　[评注]有些题我们不能一上来就盲目的进行计算，比如这个题如果直接计算的话，是非常麻烦的，而抓住问题的本质正是我们所需要锻炼的一个思想！
　　[例8]请找出6个互不相同但分子为1的分数，它们从小到大能排成一个等差数列。
　　[分析]想找一个等差数列很容易，但是要分子都是1似乎有些困难，先找一个4项的吧，[image: image199.png]12° 12




 ，可再往下找一个就不行了，因为 [image: image200.png]


不能化成分子为1的分数，那怎么办呢？
　　其实这个时候已经不难办了，关键是我们要理解把一个等差数列的每一项都除以同一个数后，得到的仍然是等差数列！
　　解：先随便写一个等差数列，就写1、2、3、4、5、6，然后计算出它们的最小公倍数，是60，然后把每一项都除以60，得到的就是满足条件的数列了：
　　[image: image201.png]1 1 1 1 1. 1
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。
　　[评注]把一个等差数列的每一项都除以同一个数后，得到的仍然是等差数列；同样的，把一个等差数列的每一项都加上或者减去同一个数后，得到的仍然还是等差数列，这是一个看上去很浅显的问题，但却是一个很重要的问题。另外，这个题如果加一个要求，“每一个分数的分母都必须是奇数”，那能怎么办呢？
　　总结
　　我们复习了计算方面的部分内容，比如分数、小数之间的互化，以及分数比较大小，还有循环小数的应用等，希望大家能从中得到一些好的东西，然后自己总结，把知识变成自己的武器，不要仅仅把知识放在自己的笔记本上，而要放在自己的脑袋里，随时能调出来用。只有这样，我们今天的时间才没有白费！
　　作业
　　1．[image: image202.png]


，请在前面算式的括里填一个自然数，在小横线上填一个数字，使等式成立
　　2．123456790123456790÷142857142857142857的结果是一个小数，这个小数的小数点后三位数字依次是多少？
　　[例1]计算666666×888888的整数部分
　　分析与解：我们可以把666666×888888大概看成[image: image203.png]


 与[image: image204.png]800



 的乘积，即[image: image205.png]160000
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 ，化成代分数就是[image: image206.png]


 ，虽然很接近5926，但考虑到原来的结果应该小于[image: image207.png]


 ，所以正确结果是5925。
　　[例2]计算2005×20072007-2004×20082008。
　　解：
　　2005×20072007-2004×20082008
　　=10001×（2005×2007-2004×2008）
　　=10001×（2004×2007+2007-2004×2008）
　　=10001×3
　　=30003
　　[例3]计算[image: image208.png]252 4x4 22422 24x24
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。
　　解：[image: image209.png]



　　[例4]计算[image: image210.png]


。
　　解：[image: image211.png]



　　[例5][image: image212.png]


，请把A、B、C这3个数从小到大进行排列。
　　分析/解：我们把A看成[image: image213.png]— 11



 ，把B看成[image: image214.png]


 ，把C看成[image: image215.png]


 ，这样就容易比较出C<B<A。
　　[例6]甲买了4个笔记本、3支钢笔和1支铅笔一共花了35元钱，乙买了5个笔记本、2支钢笔和2支铅笔一共花了31元钱，又知道丙买了13个笔记本、1支钢笔和7支铅笔，那丙一共花了多少元钱？
　　分析/解：
　　解法1：凑数法，假设1个笔记本3元钱，那么剩下的条件就是“3支钢笔和1支铅笔一共23元钱”和“2支钢笔和2支铅笔一共16元钱”，于是容易推出“1支钢笔和1支铅笔一共8元钱”，这样就能算出钢笔1支75元，铅笔1支是05元因为丙买了13个笔记本、1支钢笔和7支铅笔，所以他一共花了13×3+75+05×7=50元钱
　　解法2：“4个笔记本、3支钢笔和1支铅笔一共35元钱”，“5个笔记本、2支钢笔和2支铅笔一共31元钱”，用第2个条件的5倍减去第1个条件的3倍就得到了“13个笔记本、1支钢笔和7支铅笔”一共是50元
　　[例7]如图1，这个除法算式中，已经知道了其中几个数字，请将它填成一个正确的算式，那这个算式的商是多少。

[image: image216.png]



　　分析/解：如图2，首先B处的数显然是0，另外C与DE这个两位数的乘积是100的倍数于是有这样三种情况：第一种，C是5的倍数，DE是20的倍数；第二种，C是4的倍数，DE是25的倍数；第三种，C是偶数，DE是50的倍数。

[image: image217.png]



　　如果是第一种，那显然F一定是0，则G是6，马上就推出矛盾了；如果是第三种，也能推出G是6，而DE只能是50，矛盾所以只能是第2种，此时容易发现DE只能等于75，于是可以得出一个正确的填法：75×608=45600。
　　[例8]A、B、C、D、E、F、G这7个人排成一列，如果要求A、B不能相邻，而B、C必须相邻，那一共有多少种不同的排法？
　　分析/解：先求出所有B、C相邻的可能性，共有2×6!=1440种，再算出A、B相邻，而B、C也相邻的情况，共有2×5!=240种，所以A、B不能相邻，而B、C必须相邻的排法有1440-240=1200种
　　[例1]1，2，5，13，35，95，……
　　上面这个数列是按一定规律向下写的，那么这个数列的第8项是多少？
　　分析/解：规律是每一项都是前面两项的和的2倍减1的差，所以下一项是（35+95）×2-1=259，第8项是（95+259）×2-1=707。
　　还可以这样想：每相邻两项求差，依次得到：1、3、8、22、60，这样就更容易看出来一些了。
　　[例2]如图2，每个小正方形的边长都是1厘米，那从左下角走到右上角，不走重复路线，那最多能走多少厘米？
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　　分析/解：图中一共有40条小线段，我们看最少删几条小线段后使该图形能一笔画出来，并且起点和终点是题目要求的点。
　　显然图中有12个奇数点，可是起点和终点现在是偶点，应该让它们成为奇数点。于是至少要删掉12÷2+1=7条小线段，又考虑到这12+2=14个奇数点分成了两个部分，每边7个奇数点，所以7条小线段是不够的，于是至少要去掉8条小线段，所以最多能走32厘米。
　　[例3]把一个两位数的两个数字颠倒过来得到一个新两位数，发现新两位数除以7的余数比旧两位数除以7的余数大1，那这样的两位数共有多少个？
　　分析/解：设原来的两位数是ab，那么新数与旧数的差为9（a-b），由于除以7的余数差1，所以只能是a-b等于3或者b-a等于4，于是这些两位数是41、52、63、74、85、96或15、26、37、48、59，经过检验发现41和48是不满足条件的，所以一共有9个。
　　[例4]小肖、小梁两人同时爬香山。到达山顶后立即下山，小肖、小梁下山的速度是各自上山速度的2倍。小肖到山顶时小梁距离山顶还有240米；小肖回到山脚时小梁刚好下到半山腰。山顶与山脚之间的距离是多少米？
　　分析/解：根据“小肖回到山脚时小梁刚好下到半山腰”这个条件，我们不难看出能求出两人的速度比。
　　设小肖下山所花的时间为“1”，那么他上山所花的时间为“2”，而“小梁刚好下到半山腰”所花的时间应该恰好等于他上山时所花的时间的[image: image219.png]


 ，所以小梁上山所花的时间为（1+2）÷（1+[image: image220.png]


）=24，于是容易得到两人的速度比为24:2=6:5。
　　再看“小肖到山顶时小梁距离山顶还有240米”，可得到山顶到山脚的距离为240÷[image: image221.png]


 =1440米。
　　[例5]请写出一个自然数，它的所有约数的和恰好是78。
　　分析/解：想到约数和公式，我们可把78分解成3×26或者6×13，于是经过实验可得6×13=（1+5）×（1+3+9），而3×26不能写成约数和的形式，所以原来的数是5×9=45。
　　[例6]等腰直角三角形ABC中，D为BC边中点，以AD为直径画圆，以BD、CD为半径画扇形，已知BC=12厘米，那么阴影部分的面积为多少平方厘米？（π=314）
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　　分析/解：三角形ABC内的阴影部分比较好求，用三角形的面积减去两个扇形的面积即可；三角形ABC外的阴影部分可用半圆的面积减去一个小等腰直角三角形的面积。所以阴影部分的面积为：
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　　[例7]一个10进制的三位数，把它分别化成9进制和8进制数后，就又得到了2个三位数。唐老师发现这3个三位数的最高位数字恰好是3、4、5，那么这样的三位数一共有多少个？
　　分析/解：10进制下百位是3，说明在300~399之间；9进制下百位是4，说明在324~404之间；8进制下百位是5，说明在320~383之间。所以这个三位数在324~383之间，于是一共有60个满足条件的三位数。
　　[例8]甲、乙、丙三人往返于A、B两地甲从A地出发，丙同时从B地出发，30分钟后乙也从B出发，乙出发3小时后与甲相遇，又过了1个小时，甲和丙才相遇。已知甲的速度是每小时12千米，乙的速度是丙速度的2倍，求A、B两地间的距离和乙的速度。
　　分析/解：因为乙的速度是丙的2倍，所以乙走3个小时相当于丙走6个小时距离。当乙和甲相遇时，丙走了35小时，与甲相距的距离等于丙走6-35=25小时的距离。但事实上，甲、丙过了1个小时就相遇了，这就是说甲1个小时走的距离等于丙走15小时的距离，所以甲的速度是丙的15倍，于是丙的速度等于每小时12÷15=8千米，那么乙的速度就是每小时16千米。
　　距离就是12×35+16×3=90千米。
　　在这一讲中，为大家挑选了《仁华学校思维训练导引》中的一些题目，共涉及了五个不同的专题。题目中有一些大家可能已经自己进行过练习了，还有一些在以往的专题讲座中已给出过讲解。
　　把这些题目汇总讲解，主要为了是给大家重点介绍如何观察解题的突破口，利用简单有效的方法解题，把分析与试验结合在一起，能够使大家以后在解题时顺利的理解题意、理解条件，实现轻松解题。
　　希望有心的同学能够借这次机会比较解题思路与解题方法之间的差异，适当的进行总结。
　　[例1][选自导引51109] 在下面9个分数算式中，计算结果最小为_____；
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　　分析/解：对于多个分数的比较，如果进行两两比较在运气不好的情况下会非常麻烦。大家一定要观察这9个分数算式的“共性”：
　　如果每个分数算式的两个加数相乘，结果都是________：
　　性质：当两个数（大于0）乘积固定的时候，这两个数越接近它们的和越小；
　　这里有个小窍门：利用交叉相乘的去看哪两个加数比较接近：
　　因此，计算结果最小的是第____个算式，结果为______；
　　[评注]在分数的比较过程中，观察“共性”非常重要，像我们平时常用的“同分母比较分子”、“同分子比较分母”、“假分数化成带分数”等方法都是在制造“共性”。

　　[例2][选自导引51210] 甲、乙两人在400米圆形跑道上进行10000米比赛，两人从起点同时同向出发，开始甲的速度为8米/秒，乙的速度6米/秒。当甲每次追上乙后，甲的速度减少2米/秒，乙的速度减少05米/秒，这样下去，直到乙第一次从后面追上甲时，两人的速度都增加05米/秒，并保持到终点，那么领先者到达终点时，另一人距终点______米；
　　分析/解：这道题目涉及到了环形路线中的变速问题，“变速”给解题制造了不少的麻烦，不过“分段考虑”的方法可以比较有效的解决这个问题，但首先要弄清：
　　1）两人都需要跑10000米，10000÷400=25，合25圈；
　　2）每追上一次，快的人要比慢的人多走1圈；
　　下面利用追及过程中“速度比等于路程比”列表：
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　　当两人完成四次追及后，每人都跑了245圈，再维持当时的速度跑05圈即可；
　　由于此时乙的速度快，每秒比甲多走 米，到终点需要用：
　　[image: image226.png]400x0.5 _
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（秒）
　　即：比甲多行了______米，为甲距终点的距离。
　　[评注]在解决这道题目的过程中体现了几个重要的想法：
　　1）列表解决分段考虑的过程；
　　2）将单位统一成圈，避免数值过大；
　　3）利用“差比”的想法简化运算过程。
　　[例3][选自导引51314] 一小、二小两校春游的人数都是10的倍数，出行时两校人员不合乘一辆车，且每辆车尽量坐满，现在知道两校都租用14个座位的旅行车，则两校共需这种车72辆，如果两校都租用19座的旅行车，则二小要比一小多租用这种车7辆；那么两校参加这次春游的人数分别为_____、_____人;
　　分析/解：这道题目给出的条件看似很清楚，72辆、7辆都很具体。但仔细一想发现，给出车的数量并不代表知道了人的数量，因为车还有未满员的可能。
　　1）用14座旅行车：当72辆车全坐满时，人数和最多，为____________人；
　　每校各有1车只坐1人，人数和最少，为____________人；
　　因此，总人数只可能为：
　　2）用19座旅行车：当二小的车全满员，一小有1车只坐1人时，人数差最多， 为_____________人；
　　当一小的车全满员，二小有1车只坐1人时，人数差最少， 为_____________人；
　　因此，两校人数差只能为：
　　能够搭配成功的只有：
　　560和440，570和430，560和430，570和420，
　　综合考虑这些数值是否符合实际情况：
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　　因此，参加春游的人中，一小有_____人，二小有_____人；
　　[评注]事实上，这道题目仅是一道“和差”问题，由于有“不确定因素”，使得真正案被混杂在很多不符合实际情况的案中，这就需要我们必须加以仔细分析。
　　[例4][选自导引51410] 两个连续自然数，它们的和等于297，它们的最大公约数与最小公倍数之和等于693，这两个自然数的差等于_____；
　　分析/解：解题之前，必须先知道最大公约数和最小公倍数是如何得出的：
　　因此为了便于表达，对于两个非零自然数a、b，如果它们的最大公约数为d，则有a=a1d，b=b1d，其中（a1, b1）=1，它们的最小公倍数为a1b1d。
　　297 = a+b =a1d+b1d =（a1+b1）×d ；
　　693 = d+a1b1d = （1+a1b1）×d ；
　　因此，d是297和693的公约数，也就是（297,693）=99的约数，共有6种可能。
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　　因此能够成功的只有当d=____时符合要求，两数之差=_______；
　　[评注]利用上面的表示方法可以简化试验过程，这主要是a1和b1互质起的作用，这种思路可以应用到很多数论问题中。有兴趣的同学也可以证明一下，在解题过程中我们用到的这些性质。
　　[例5][选自导引51414] a>b>c是3个整数，a、b、c的最大公约数是15，a、b的最大公约数是75，a、b的最小公倍数是450，b、c的最小公倍数是1050，那么c=______；
　　分析/解：性质准备：对于两个非零自然数a、b，如果它们的最大公约数为d，则有a=a1d，b=b1d，其中（a1, b1）=1，它们的最小公倍数为a1b1d。
　　我们来把题目条件进行数字化的表示：
　　（a,b,c）=15
　　（a,b）　=75
　　[a,b] 　 =450
　　[b,c]　=1050
　　可以看出，c必是15和7的公倍数，是105的倍数；
　　且b最大是150，看来b只能是150，c只能是105。
　　[评注]“因数分解”是解决约数与倍数问题的最主要手段，通过对一个数的因子的分析，可以基本上确定一个范围，在通过其它条件（本题中为大小条件）得到具体的案。
　　此外“a=a1d，b=b1d”的表示形式更是帮我们了一个大忙。
　　[例6][选自导引51512] 某住宅区有12家住户，门牌分别是1、2、3…、12。电话码依次是12个连续的六位自然数，并且每家的电话码都能被这家的门牌码整除。已知这些电话码的首位数字小于6，并且门牌码是9的这一家的电话码也能被13整除，那么这一家的电话码是______；
　　分析/解：这12户人家，最值得注意的是第10户。这家的电话码能够被10整除，其个位数字必为0；
　　于是这12户的电话码的个位数字就依次为1、2、3、…、8、9、0、1、2；
　　因此，可以把这12个电话码表示为10x+1，10x+2，…，10x+11，10x+12；
　　对于条件“每家电话码都能被其门牌整除”，意味着“n | 10x+n”，即“n | 10x”（n=1,2,…,12）。我们来逐一分析：
　　其中有用的只剩下7 | x、4 | x、9 | x、11 | x，因此x为4、7、9、11的公倍数，即4×7×9×11=2772的倍数，10x是27720的倍数；
　　再看第9户，“10x+9”是13的倍数，因此“10x”除以13必须余4，也就是求27720的几倍除以13余4。先看看1个27720除以13余几：
　　27720≡720-27≡693≡4（mod13）
　　看出1倍是可以的，但这不符合六位数条件。只好增加倍数，为了保证除以13的余数不变，必须增加_____倍，即_____×27720=__________，这就符合要求了。
　　如果再增加13倍，首位数字太大了。因此第9户的电话码为388089。
　　[评注]要想保持余数不变必须增加除数的倍数，这是解决余数问题的一个重要思想。这种想法使得我们在筛选的过程中可以“跨大步前进”。
　　在解题的过程中同学们还要学会利用“整数的表示方式”和“整除的基本性质”。要理解数论问题的解决首先是建立在“整除”基础之上的。
　　结束语
　　在今天的课程中涉及了“分数比较”、“复杂行程问题”、“含不确定因素的应用题”、“约数与倍数”以及“余数”这五个专题。出现的题目基本上都看起来比较麻烦，在给大家介绍了如何化繁为简后，希望大家课后一定要仔细研究题目解法，和自己的方法进行比较，相信大家还能够总结出更好、更适合自己的解题方法。
　　希望同学们在课下参考《仁华学校思维训练导引》的相应章节，进行辅助练习。
　　在这一讲中，为大家挑选了《仁华学校思维训练导引》中的一些题目，共涉及了五个不同的专题。题目中有一些大家可能已经自己进行过练习了，还有一些在以往的专题讲座中已给出过讲解。
　　把这些题目汇总讲解，主要为了是给大家重点介绍如何观察解题的突破口，利用简单有效的方法解题，把分析与试验结合在一起，能够使大家以后在解题时顺利的理解题意、理解条件，实现轻松解题。
　　希望有心的同学能够借这次机会比较解题思路与解题方法之间的差异，适当的进行总结。
　　[例1][选自导引51614] 图中正方形边长为10厘米，那么阴影部分面积是_____平方厘米；
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　　分析/解：对于这道题目，无论是直接计算阴影面积，还是求空白的面积都感觉缺少点条件。
　　下面来看一下“阴影”与“空白”的面积关系：
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[视频课程集锦：http://zkikaoticn/shop/zxxhtm]
　　不难发现，阴影比空白多出的部分恰好是一个2×3的长方形。
　　因此有：阴影与空白的面积和为10×10=100，面积差为2×3=6。
　　利用和差问题，阴影面积=（100+6）÷2=53平方厘米。
　　[评注]本题的精妙之处在于“不直接入手求面积，反而通过面积之间的关系求解”，大家要通过这个方法拓展自己的解题思路。
　　还有没有其它的方法呢？
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　　[例2][选自导引51702] 一套绞盘和一组滑轮形成一个提升机构，其中盘A直径为10厘米，盘B直径为40厘米，盘C直径为20厘米，那么当A顺时针转动一周时，重物上升了_____厘米；
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　　分析/解：这是一道有关物理中的滑轮传动的问题，有两个要点值得注意。
　　1）皮带传动的圆盘转动的路程相同；
　　2）同心传动的圆盘转动的圈数相同。
　　A与C之间属于皮带传动，B与C之间属于同心传动，B与另外两个滑轮之间属于皮带传动。
　　因此，A与C转动的路程相同，B与C转动的圈数相同，于是：
　　当A顺时针转动一周时，即10π厘米，C也顺时针转动10π厘米，相当于半周；
　　当C顺时针转动半周时，B也顺时针转动半周，即将绳子带动40π÷2=20π厘米；
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　　如图，重物每升高1厘米，绳子减少2厘米，因此重物上升了10π=314厘米；
　　[评注]这道题目意在考察大家对圆与圆共同运动时的路程关系，一定要理解我们所讲的两条注意要点。区别“路程相同”与“圈数相同”。
　　[例3][选自导引51807] 某车间原有工人不少于63人，在1月底以前的某一天调进了若干工人，以后每天都增调1人进车间工作，现知该车间1月份每人每天生产一件产品，共生产了1994件，那么从1月____日开始调进工人，共调进了_____人；
　　分析/解：要理解到题目中的1994件产品包含两部分，一部分是原有工人完成的，另一部分是新进工人完成的。
　　原有工人的工作量 = 原有人数 × 31
　　新进工人的工作量 = a1+ a2+ … +an —— 连续自然数列求和
　　下面仔细分析“原有工人不少于63人”这个条件：
　　如果车间原有工人63人，则生产了63×31=1953件产品，剩下的1994-1953=41件产品便是新进工人完成的。
　　如果车间原有工人64人，则生产了64×31=1984件产品，剩下的1994-1984=10件产品便是新进工人完成的。
　　如果车间原有工人65人，则生产了65×31件产品超过了1994件，不符。
　　因此，本题有两种案，从1月____日开始，共调进_____人，或从1月____日开始，共调进_____人。
　　[评注]这道题目主要考察大家会不会从“等差数列的和”推算出“等差数列的每一项”，这里就有一个常见的整数拆分问题“如何把一个非零整数拆分成若干连续非零自然数之和”。本题中的数值比较简单，口算就可以得知。对于一般的数该怎么办呢？
　　有兴趣的同学可以试试如果把1994改成2004，题目会有几种案？
　　[例4][选自导引51908] 六年级的学生总人数是三位数，其中男生占3/5，男生人数也是三位数，而组成以上两个三位数的六个数字恰好为1、2、3、4、5、6，那么六年级共有学生_______人；
　　分析/解：看到题目后，有的同学已经按耐不住急切的心情开始把这六个数进行排列了。先不急，分析一下：
　　1）“总人数”和“男生人数”是由 1至6组成的两个三位数；
　　2）总人数 × 3 = 男生人数 × 5 ；
　　这里有一条非常隐蔽的信息——“1至6组成的两个三位数之和是3的倍数”。
　　这样就产生了一个非常有趣的推导：
　　男生人数是3的倍数 → 总人数是3的倍数 → 男生人数是9的倍数
　　因此，组成男生人数的三个数字之和必为_____；
　　组成总人数的三个数之和必为_____，其中还有一个是_____。
　　于是可以考虑的只有615、435、345；
　　615×[image: image234.png]| W



 =369， 435×[image: image235.png]| W



 =261， 345×[image: image236.png]| W



 =207；
　　因此只有435和261成功，六年级共有________人。[视频课程集锦：http://zkikaoticn/shop/zxxhtm]
　　[评注]有些同学会觉得，直接试也是试，推了半天也要试，为什么不直接试？
　　确实如果大家的运气好，可能一下就得出来案了。但即使这样，还是不敢确定是否就这一种案，感觉总是不踏实。
　　经过推理后进行试验的好处在于，目标的范围已经被层层缩小，不仅试验的时候方便，而且还能够保证不重不漏。
　　[例5][选自导引52002] 小明的两个衣服口袋中各有13张卡片，每张卡片上分别写着1、2、3、…、13。如果从这两个口袋中各拿出一张卡片来计算它们所写两数的乘积，可以得到许多不相等的乘积，那么其中能被6整除的乘积共有_____个；
　　分析/解：能被6整除的乘积也就是6的倍数，例如2×3、3×4、2×6等等。
　　如果去考察乘法算式，会遇到“不同算式同一乘积”的问题，因此要直接从结果入手，即乘积是6的多少倍？
　　最小的6倍数是6，最大的6倍数是12×13=156，即6的26倍，因此能被6整除的乘积不会超过26个，是不是这26个都会出现呢？
　　1）6的1至13倍都会出现，6×1、6×2、…、6×13；
　　2）6的14、16、…26倍（偶数倍）都会出现，12×7、…、12×13；
　　3）6的15、17、19、21、23、25倍呢？
　　因此能被6整除的乘积共有26-5=21个。
　　[评注]这种设定范围、排除错误案的计数想法，是针对正面枚举有困难而产生的，其特点在于更容易保证不重不漏。
　　[例6][选自导引52015] 从1至9这9个数字中挑出6个不同的数填在图中的6个圆圈中，使得任意相邻的两个圆圈内数字之和都是质数，那么共能找出______种不同的填法；（只要6个数字相同，任何顺序只算一种）
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　　分析/解：这道题目的要求非常苛刻——相邻两数之和必须是质数。
　　质数的变化规律不易掌握，但是除了2以外的质数都是奇数，从这里入手可能会好一些：
　　奇数+偶数=奇数，因此相邻的两个数必须是一奇一偶，即按照“奇偶奇偶奇偶”顺序排列，看来我们需要选出3个奇数和3个偶数，但是随意选择是不行的。
　　我们先来确定偶数，它们的选择方式较少，只有246、248、268、468四种情况，然后再分析相应可填入的奇数。
　　准备工作——确定入选范围：
　　1）和2相加为质数的奇数：1、3、5、9；
　　2）和4相加为质数的奇数：1、3、7、9；
　　3）和6相加为质数的奇数：1、5、7；
　　4）和8相加为质数的奇数：3、5、9；
　　前面已经确定出可以和2、4、6、8搭配的奇数选择范围：
　　和2相加为质数的奇数：1、3、5、 9；
　　和4相加为质数的奇数：1、3、 7、9；
　　和6相加为质数的奇数：1、 5、7 ；
　　和8相加为质数的奇数： 3、5、 9；
　　下面就按照四种不同的方式具体分析：
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　　因此共有___+___+___+___=______种方法。
　　[评注]这道题目的主要解决思路是分析与枚举相结合。直接枚举成功的难度很大。通过结合对质数、奇偶数的分析使得六个未知数变成了奇偶两组数，从而大大的缩小了选取数的范围。
　　在具体枚举时，做好充分的准备工作是大家要注意的，这是一个良好的习惯，可以有效的避免重复的计算与思考。
　　这道题目不要求顺序，但不是所有的题目都不要求顺序，这是做计数问题时必须事先弄清的。
　　结束语
　　在今天的课程中涉及了“直线形面积”、“圆与扇形”、“数列综合问题”、“数字迷综合”以及“计数综合”这五个专题。大部分题目初看起来无从下手，在给大家介绍了考虑问题的角度与方式后，具体的解决方法都不是很复杂，而且用到的知识点也是大家很熟悉的。希望课后同学们一定要仔细研究解决题目的突破口，和自己的最初想法进行比较，看看你是否能够想到这些环节。通过不断的积累经验，相信大家解题时会更快、更准确。
　　希望同学们在课下参考《仁华学校思维训练导引》的相应章节，进行辅助练习。
　　同学们，大家好！
　　又快到期末了，同学们觉得自己在这个学期里有哪些收获呢？再强调一点，我希望每位同学学到的是方法，而不是题目本身。
　　本学期我们学习的问题主要有计算、应用题、数论、几何、数字谜、计数、组合和逻辑推理等问题，每一类问题都有一些精彩的方法、解法，希望同学们重点掌握，另外每讲的一些基本题型大家要很清楚，这是我们将来解决更多问题的基本手段。
　　今天我们针对本学期的一些内容进行一下复习。
　　[例1]计算：[image: image239.png]Liomseta L, L
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。
　　[分析]对于一般的分数计算问题，我们采用的方法一般都是先通分，但对于这个题，通分显然不是一个简单的方法，我们应该再考虑一下。
　　先观察两个比较大的分数，[image: image240.png]144



 和[image: image241.png]


 ，它们有什么问题吗？请大家看一看，它们先加起来，和是多少呢？
　　[image: image242.png]144
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 的5倍，所以和等于[image: image244.png]


 的6倍，即[image: image245.png]
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 相加，看到[image: image248.png]


 相当于[image: image249.png]


 的4倍，所以和等于[image: image250.png]


 的5倍，即 。剩下的依此类推，就不难得出问题的结果。
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　　[评注]对于一个计算题来说，没有什么特别困难的地方，但好的方法与不好的方法之间还是有很大差距的，希望同学们从小就养成一个好习惯，做任何题都应该去考虑最简单和直接的方法。
　　[例2]如图1，虚线是一个正的六角星，已知阴影部分的面积是15，问大六边形的面积是多少？

[image: image252.png]



　　[分析]如果用常规的方法来求大六边形的面积似乎不大可能，不过这种问题的方法一般都是比较大六边形和中间阴影部分面积的关系，从而得到最后的结果。
　　解：如图2分割图形，由已知可以知道图中顶角 的小等腰钝角三角形的面积是15 ÷ 3 = 5。又可以看出来顶角 的小等腰钝角三角形的面积和小正三角形的面积是相同的，故整个图形的面积是5 × 24 = 120。
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　　[评注]很多问题都有一种固定的思路，但我们如果没有见过足够多的题，是很难自己总结出方法的，光靠老师讲某个方法是不够的，因为只有自己总结出来的东西才是终身难忘的！难怪很多数学比较好的人说“学数学最好的方法是做数学”。
　　[例3]在1，4，9，16，……，10000这100个数中，既不是5的倍数，又不是7的倍数的数一共有多少个？
　　[分析]首先我们可以观察出这100个数都是完全平方数，那它和以前的1~100有什么区别呢？
　　解：由于一个数的平方不被5和7整除，相当于它自己不被5和7整除。所以问题就转化为求1，2，……，100中既不是5的倍数，又不是7的倍数的数一共有多少了。
　　1 ~ 100中能被5整除的有20个（ 100 ÷ 5 = 20 ），能被7整除的有14个（ 100 ÷ 7 = 14……2），能同时被5和7整除的有2 （ 100 ÷ 35 = 2 …… 30）个，于是由容斥原理知道这样的数有100 - 20 - 14 + 2 = 68个。
　　[评注]通过这个问题，我们可以发现1~10000之间的平方数其实和1~100没有区别，那就再请大家想一想，如果这个题把5改为4会是什么情况呢？如果改成8呢？
　　[例4]幼儿园老师发水果，开始的时候一共200个，每个小朋友领1个苹果，3个梨和6个橘子；过了一会儿，发现水果数量不足，只好每个小朋友领1个苹果，1个梨和3个橘子；最后发现还剩下3个苹果和7个橘子。问一共有多少个橘子？
　　[分析]不知道同学们都学过方程没有？似乎很多同学都喜欢用方程来解决一些应用题，因为方程确实能简化我们的思维过程，包括很多家长和老师有时也喜欢用方程来解决问题。但对于这个题，同学先看看如何用方程解决这个问题？
　　可能有的同学已经发现了，现在有3个未知数，并且方程也不好列，看来这个问题不是用方程来解决的，那我们只能去找一些隐含的规律。
　　解：因为题目最后的问题是有多少个橘子，观察每次小朋友拿走桔子的数量，开始是10个水果中有6个橘子，后来5个水果中有3个橘子！大家发现这里面的问题了吗？
　　不管按哪种方法拿，橘子都是“一样”的，总是每5个中有3个，于是可以求出在拿走的200 -10 =190个水果中，一定有190 ÷ 5 × 3 = 114个橘子，再加上最后剩下的7个，一共是114 -7 = 121个。
　　[评注]在用方程很困难的时候，我们应该静下心来，好好的想一下题目有什么样的隐含条件，往往这种问题都有一个不容易让人想到的地方，但只要我们想到了或者说发现了，那这种问题就简单了。
　　另外，我们还是应该多注意要求的问题，比如在这个题中，我们应该针对问题去找方法。当然如果这个题让我们求其他两种水果的个数，是不可能求出来的。
　　[例5]有一个四位数是18的倍数，任意交换它两个数字的位置得到还是四位数且仍然是18的倍数，（例如4068就不满足题意，因为交换4和0之后就不再是四位数了。）则这样的四位数一共有多少个？
　　[分析]18的倍数，就是2和9的倍数，这个四位数一定是2的倍数，那它的个位数字一定是偶数，再考虑到任意交换两个数字的位置得到的四位数仍然是18的倍数， 不难发现它的任意一位数字应该都是偶数，而且是不等于0的偶数。我们还知道，看一个数是不是9的倍数，看数字和就可以了，所以如果一个四位数是9的倍数，那无论它的数字怎么交换，得到的四位数依然是9的倍数。
　　解：由题意知道这个四位数一定由数字2，4，6，8组成，且各位数字之和是9的倍数。再由于数字和一定不小于2 × 4 = 8，不大于8 × 4 = 32，并且是偶数，所以数字和一定是18。
　　这样的组合只有：
　　① 2，2，6，8；
　　② 2，4，4，8；
　　③ 2，4，6，6；
　　④ 4，4，4，6
　　四种，
　　根据乘法原理，前3种都有4 × 3 = 12个，后一种有4个，共计4 × 3×3+4×1 = 40个。
　　[评注]这是一个综合了数论与计数的好题！我个人认为，如果一个学生能把数论和计数两个方面学好的话，数学就不是问题了！因为数论不仅要求对数的感觉很好， 而且要求有较强的分析和判断能力，而计数则主要考察一个人思维的完整性。希望同学们对这两个部分加以重视！
　　[例6]某班学生参加课外兴趣小组，每人至少参加一项。如果只参加一个兴趣小组的有41人，没有参加自然兴趣小组的有37人，没有参加美术兴趣小组的有27人，没有参加语文兴趣小组的有35人。已知该班共有62人，问三个兴趣小组都参加的同学有多少人？
　　[分析]这个题和常规的容斥原理似乎不太一样。常规的问题都是告诉我们每项有多少人参加，然后计算三个兴趣小组都参加的人数。但我们也不必担心，仔细分析一下就得到问题的结果了。
　　解：因为每个人都至少参加了一项，所以参加了其中一项或两项的人一共有：
　　37 + 27 + 35 - 41　
　　= 99 - 41
　　= 58人。
　　那么这个班一共有62 - 58 = 4人参加了三个兴趣小组。
　　[评注]由于容斥原理是一个很多人都熟悉的问题，所以在这个方面出新题是很困难的，但本题在创新上是值得称道，一个好的题目往往要求我们看问题的角度，换个方向思考问题，这也正体现出我们对分析能力的要求，光靠记忆是不能学好数学的。
　　[例7] 甲、乙二人在圆形跑道上练习跑步。已知，甲顺时针速度为逆时针速度的[image: image254.png]|



倍，乙顺时针速度为逆时针速度的[image: image255.png]o | d



 倍。现已知，若甲、乙同时从A点同时出发，按逆时针方向跑步，甲比乙跑得慢，结果乙在跑完3圈回到A点时恰好与甲第一次相遇。现在甲、乙都从A点出发，甲顺时针而行，乙逆时针而行，两人第一次在B点相遇；若改为甲逆时针而行，乙顺时针而行，则在C点相遇。已知从B沿顺时针方向到C点的距离是50米，问整个圆形跑道共有多长？
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　　[分析]不难看出我们应该逐步找出他们的速度比，这样有利于我们进一步解决问题。
　　解：根据题意，乙在逆时针跑完3圈时，甲恰好跑了2圈。所以乙逆时针的速度是甲逆时针的15倍。
　　因为甲顺时针速度为逆时针速度的15倍，乙顺时针速度为逆时针速度的[image: image257.png]o | d



倍。那么甲顺时针速度等于乙逆时针速度，乙顺时针速度为甲逆时针速度的[image: image258.png]o | d



 ×15=2倍。
　　因为甲顺时针速度等于乙逆时针速度，所以两人第一次相遇时，甲走了整个圆形跑道的[image: image259.png]


 ；又因为乙顺时针速度为甲逆时针速度的2倍，所以两人第二次相遇时，甲走了整个圆形跑道的[image: image260.png]


 。
　　所以整个圆形跑道长度是50÷[image: image261.png]


 =300米。
　　[评注]行程问题在任何考试中都占有很重要的位置，为什么呢？主要还是因为这种问题非常灵活，容易产生一些新的和好的想法。
　　[例8]在4□6 × 1□3的□中填入两个数使得乘积能够被99整除，则填入的两个数之和是多少？
　　[分析]能被99整除，就是说能被9和11整除，那感觉上就应该让4□6和1□3这两个数一个是11的倍数，一个是9的倍数。
　　解：99 = 11 × 9，4□6 × 1□3能够被99整除，但4□6这个三位数不可能是11的倍数，所以1□3是11的倍数，那么这个方框里只能填4。
　　143不是9的倍数，也不是3的倍数，所以4□6是9的倍数，方框里只能填8。那么两个数的和是4 + 8 =12。
　　[评注]大家想一想，如果这个题我们在解过程中先让1□3是9的倍数而在中间填5的话，将会出现什么情况呢？另外，为什么我们不能干脆让某个数是99的倍数呢？
　　总结
　　我们复习了这个学期讲的部分内容，大家是否能从中受到一些启发呢？这些题都是我们学校以前考试中出现过的问题，大家能看出一些什么问题来吗？给大家留两个作业题，大家再好好的看一看吧！
　　祝同学们身体健康，天天快乐！
　　作业
　　1．计算[image: image262.png].. I8 x12+15 L
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 。
　　2．唐老师在红、白、蓝、黄四张纸上写下1，2，3，4四个数，且红纸和蓝纸上写的数都不是1。唐老师把红纸和白纸上的数字的和告诉小明，把蓝纸和黄纸上的数字的和告诉小张。
　　小明说：“我知道小张肯定不知道哪张纸上写的是1。”这时，唐老师把所有纸拿给他们两个人看，发现红纸和黄纸上写的数之和是4。那么白纸上写的数字是多少呢？
　　同学们，大家好！
　　这次课我们主要针对部分期末考试题进行讲解，能让各位同学感受一下这些题目的正确思路和方法，同时也希望能为同学们指引一下正确的学习方法。
　　另外，做过学校的期末练习题的同学们可以跟自己做的结果对比一下，看看自己是不是都做对了？
　　[例1]如果[image: image263.png]e e 4 ..
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，那么△代表的数是什么？
　　[分析]这是一个比较基本的计算问题，关键在于把循环小数化成分数后再进行计算。我看到不少同学在题时喜欢把分数化成小数，但对这个题来说可不是好方法！
　　解：[image: image264.png]se e 4 -
10 0,418 + 0 duesix A = L g.005
2 7



可化为：
　　[image: image265.png]
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，
　　于是有[image: image267.png]28XT 305 TS50 250
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　　[评注]在遇到循环小数的时候，把它化成分数将使问题明朗化，希望同学们多注意一些，另外本题的结果填[image: image268.png]0.750



也是正确的，请同学们自己想一下，这是为什么。
　　[例2]一个3×3的方格中，填入9个两位数，使得每行三个数之积及每列三个数之积都是30030，现在填出了每个两位数的个位数字，那么表内的9个数之和是多少？
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　　[分析]积都是30030，那我们应该首先对这个数进行质因数分解：
　　30030=1001×30=2×3×5×7×11×13。[视频课程集锦：http://zkikaoticn/shop/zxxhtm]
　　然后再寻找突破口，解决问题。
　　解：第三行第2个数的个位是9，而30030的约数只有39是两位数，于是第三行的数很快就能看出来了，第1个是14，第2个是55
　　再看第3列，已经有一个55了，剩下的只能是21和26；这样就逐渐看出第一行另两个数分别是33和35，第二行另两个数分别是22和65
　　所以这9个数的和是39+14+55+21+26+33+35+22+65=310
　　如果计算的这些数字的和的话，结果就是：
　　3+9+1+4+5+5+2+1+2+6+3+3+3+5+2+2+6+5=67
　　[评注]这个问题和一些数字迷的方法很类似，先找突破口，然后再逐渐找方法求出其他数字。另外，有的问题有很多的突破口，本题就是一个很好的例子，请同学们再自己找一找，看看哪个地方也可以是突破口？
　　[例3]有标分别为3、5、7的三盏灯，小明从1到100叫，如果叫到的数能被7整除，那么7灯讲亮一下，如果叫到的数能被5整除而不能被7整除，那么5灯亮一下，如果叫到的数能被3整除而不能被5和7整除，那么3灯亮一下，那么这三盏灯共亮了多少次？
　　[分析]很明显，这是一个关于包含与排除的问题！看上去很麻烦，仔细读题并分析后，我们不难发现；亮灯的总次数就是100以内自然数中能被3或5或7整除的数的个数！
　　解：在100以内，能被3整除的有33个，能被5整除的有20个，能被7整除的有14个；能被15整除的有6个，能被21整除的有4个，能被35争取的有2个；没有数能同时被3、5、7整除（100<3×5×7），所以这三盏灯共亮了33+20+14－6－4－2=55次。
　　[评注]以前就给同学们说过，看一个问题一定要看问题的实质，但如何看到最关键的地方呢？请同学们不妨在每次做题的时候，先把心静下来，仔细读题，先把题的意思读懂，然后再做题。
　　[例4]用1至9这九个数组成四个两位质数和一个一位质数（每个数字使用1次），则组成的5个质数和是多少？
　　[分析]看上去9个数组成5个数的可能性很多，如果一一枚举的话情况过于复杂，所以我们应该找一个更好的办法，注意到数字2、4、5、6、8不能作为两位质数的末尾数，所以1、3、7、9必分别位这四个两位数的个位，于是还有的那一个质数就是2或5
　　也许有的同学又发现了一个问题：即使有了前面的分析，情况还是很多，比如个位是3的质数就很多，比如23、43、53、63等都可以，那是不是依然很麻烦呢？
　　解：根据上面的分析，我们可以得到1、3、7、9必须是四个两位质数的个位，另一个一位质数是2或5，而题目要求的是5个质数的和，于是不难列出算式并计算出结果：
　　10×（2+4+6+8）+（1+3+5+7+9）=225或者10×（5+4+6+8）+（1+3+2+7+9）=252
　　还要强调一点，我们必须把两种情况各举一个例子！（大家自己思考一下，这是为什么？应该说这充分体现了数学的严谨性，太美了！！）
　　显然2、41、53、67、89和23、41、5、67、89都满足条件。
　　[评注]这是一个有关质数的问题，要求同学们对质数的感觉非常好，或者说对质数的特点比较了解，比如分析中所提到的“2、4、5、6、8不能作为两位质数的末尾数”这句话非常关键！另外，数学的严谨需要大家养成一个很好的习惯，我相信这种习惯将使同学们受益终身！其实学习数学最主要的目的并不是做会那几个题，而是锻炼一个人的性格！！
　　[例5]有甲、乙两个小数，甲是乙的2倍，如果在甲乙的小数点前各插入一个数字“0”，例如：53变成503，03还变成03，则新甲数变成新乙数的14倍，那么甲数原来是多少？
　　[分析]我们先一起来看变数规则：在小数点前添0，大家帮我思考一个问题，这个方法对原来的数产生了什么样的变化呢？谁能帮我总结一下呢？
　　第一，通过“03还变成03”我们发现，如果整数部分是0，那新数和原数是一样大的；第二，如果整数部分不是0，那新数大概是原来数的10倍（小于或等于10倍）。[视频课程集锦：http://zkikaoticn/shop/zxxhtm]
　　两个数经过变化以后由原来的2倍变成了现在的14倍，这一点非常关键！甲数在变化之后变得相对乙来讲大了很多，所以只有可能是：乙的整数是0，这时乙在添0之后大小没有变。
　　解：根据上面的分析，甲添0后相当于自己原来的14÷2=7倍。按题目中的变数方法，实际上是把整数部分乘以10，加上原来的小数部分。所以根据差倍问题的方法，可得到甲的小数部分是整数部分的一半，所以甲只能是15
　　[评注]这个问题看上去象一个关于小数的问题，其实里面还包含有和差倍问题的思想。同学们不妨再思考一下，象这个题的条件那样对小数进行变化，最多可以变成原来的多少倍？最少呢？
　　[例6]幼儿园给小朋友发水果，男孩每人3个苹果1个梨女孩每人2个苹果1个梨，一共发了85个水果。后来老师一算发现男孩拿的苹果数和女孩拿的苹果数一样多，那这些水果中，一共有多少个梨？
　　[分析/解]首先由男孩得到的苹果数和女孩得到的苹果数一样多知道，男孩的人数是女孩的[image: image270.png]w|re



，于是男孩拿的水果数是男孩人数的4倍，也就是女孩人数的[image: image271.png]w| oo



倍。所以总的水果数就是女孩人数的[image: image272.png]w| oo
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倍，所以女孩共有85÷[image: image274.png]w|g



=15人，于是男孩有15×2÷3=10人。因为每个男孩和每个女孩都是1个梨，所以一共有25个梨。
　　[评注]这是一个典型的应用题，利用的知识点主要是和差倍分的思想。应该说这种问题在各类考试和竞赛中都很常见，所以我们应该把这一类问题做透，要完全弄明白！
　　[例7]有一个记分牌，上面有5盏灯，依次表示1分、2分、5分、10分、20分，在某一时刻将所有亮的灯所对应的分值相加就得到一个总分，已知代表1分的灯每隔1秒闪亮一次，代表2分的灯每隔2秒闪亮一次，代表5分的灯每隔3秒闪亮一次，代表10分的灯每隔4秒闪亮一次，代表20分的灯每隔5秒闪亮一次（闪亮时间忽略不计），如果从所有灯同时闪亮开始计时，那么1分钟之内共可以出现多少种不同的分值？
　　[分析]说实在话，我拿着这个题的第一个想法就是画个表，把所有亮灯的情况标出来，然后再一个一个计算有多少种不同的分值。因为1分钟并不是很长，所以枚举是一个可以考虑的方法。当然，如果我们有更好的方法不是更好吗？
　　解：首先易见，不同的分值就对应于不同灯的组合。我们说一般情况下5种灯的排列都会出现，但有几点需要注意的是，每次只要有一盏灯亮，那么代表1的那盏灯一定亮，而且代表10分的灯亮的时候代表2分的那盏灯一定亮（4能被2整除）。所以，一共只有24－2×2=12种得分。
　　[评注]数学还有一个好的方面就是要求大家不要满足于会做某个题，说普通一点，只有方法好了才是最好的！有时生活中的做事和教学中的做题是同一个道理，我能做一件事情当然不错，但如果我能以最快的方式完成它不是更好吗？
　　总结
　　我们又利用学校的期末练习题综合复习了这个学期讲的部分内容，希望大家能自己多思考一下？在听完这些讲解后，同学们自己感觉一下，今年的题难吗？假期就要到了，祝同学们假期里每天都能高高兴兴！
　　作业
　　1．有四个人进行象棋比赛，每两个人比赛一局，记分规则是赢一局胜者得3分，负者不得分，平一局双方各得1分。当比赛还没有结束时，四人的得分恰好为四个连续自然数，且得分最低的人，恰输了一局，但并不是输给了得分最高的人，那么所有恰输一局的人得分总和是多少？
　　2．一个长方形的周长是70，如果把它的长和宽都增加10，那么它的面积就是原来的25倍，求这个长方形原来的面积。
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