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拓展讲座

　　同学们好！今天这一讲，我们将介绍一些涉及分数与小数的数字谜问题，包括等式的补填、算式的构造、小数的四舍五入与变化等。
　　我们还将见到一些较为复杂的略有综合性的数字谜题。解数字谜问题，需要仔细分析题中的数字特征，关键是找到合适的突破口，比如注意到某些倍数关系，首位或末位突破等等。
　　[例1]两个带小数相乘，乘积四舍五入后是225，这两个数都只有一位小数，且个位数字都是4，则这两个数的乘积四舍五入前是多少？
　　[分析]乘积四舍五入后是225，因此四舍五入前在2245至2254之间。两个数只能在41，42，…，48，49这9个数中选取，因此我们可以估算得到这两个数。
　　解：
　　由分析知道乘积四舍五入前在2245与2254之间。
　　且这两个数只能在41，42，…，48，49中选取。
　　又2254÷41>5，无意义；而2245÷49=45…>45，因此这两个数只能在46，47，48和49这四个数中选取。
　　容易得到46×49=2254符合题目要求。
　　而46×46<46×47<46×48<47×47，49×49>48×49>48×48>47×49>47×48>46×49。
　　又通过计算发现：47×47=2209<2245，因此只有46×49=2254符合要求，乘积四舍五入前是2254。
　　[评注]对于这种给出四舍五入后的结果的问题，往往需要先确定出四舍五入前结果的取值范围。
　　另解：把2245至2254之间的这十个数分别因数分解，会发现其中只有2254可以分解成两个十位是4的两位数的乘积。
　　[例2]在算式2÷3÷4÷5÷6中添上若干个括，使算式的结果是整数，并且尽可能小，试写出添加完括后的算式。
　　[分析]添加括后要求括内的符变，于是会变成乘。所以可以通过加括使得某些数字从除数变成被除数。但是2和3的角色却无法改变了。
　　为了使结果是整数，5必须变成被除数，6也必须变成被除数。于是只有两种可能了。
　　解：按照分析的结论，只剩下两种可能的添法：
　　2÷3÷(4÷5÷6)=5。
　　2÷(3÷4÷5÷6)=20。
　　显然，5更小一些。
　　那么正确的案是：2÷3÷(4÷5÷6)=5。
　　[评注]对于这类最大（或最小）问题，需要分两步回：
　　1）先估算出结果的取值范围，找到最大值（或最小值）；
　　2）再考虑你的最大值（或最小值）是否可以达到。如果可以达到，只需举例说明；如果不能达到，则需要说明原因后再进一步缩小范围去求真正的最大值（或最小值）。
　　[例3]用1、4、5、6这四个数，并适当选择加、减、乘、除以及括，组成一个结果等于24的正确算式。
　　[分析]同学们对这种“二十四点”游戏应该都是很熟悉的。常见的想法是把24写成2×12，3×8和4×6，如果实在凑不成这几个乘积，再考虑加减法，如24＝25－1等等。
　　但是当同学们学过了分数之后，思路应该变得更开阔一些。比如本题发现有一个4，考虑1、5、6凑出乘数6；或者注意到有一个6，考虑1、4、5凑出乘数4。
　　解：由分析易得：
　　4÷ (1－5÷6)＝24；
　　6÷(5÷4－1)＝24。
　　等等。
　　[评注]由1、5、6直接凑出乘数6比较困难，但同学们应当注意不要忘记分数的乘除法运算，因此想到6＝1÷(1÷6)是解这个题的关键。
　　[例4]
　　[分析]题目中只有一个四舍五入的等式，我们可以先估算范围然后试出未知数的值。
　　解：可以知道等式的结果四舍五入前应在06575到06585之间。设这三个△所代表的三个数分别是a、b、c，而且为了考虑问题方便：我们假设a≤b≤c。则：
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，那么可以知道a≤3÷06575，所以a≤4。又发现a≠1，因此a=2、3、4。我们可以分情况讨论：
　　1）当a=2时，[image: image2.png]0.6575—
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。这种情况不可能。
　　2）当a=3时，[image: image5.png]1
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　　而[image: image7.png]


。所以b≤2÷032416<7，因此b只能在3、4、5、6中取值。经试验，只有b=5时，c=8符合条件。那么得到一组结果：a=3， b=5， c=8。
　　3）当a=4时，此时有[image: image8.png]0.6575—
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　　而[image: image10.png]


。所以b≤2÷04075<5，又b≥a=4，所以b=4。此时[image: image11.png]0157552 <0.1585
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，找不到这样的整数c。
　　因此，这三个△所代表的三个数分别是3、5和8。
　　[评注]把利用“放缩法”转化不等关系是本题的关键。
　　[例5]用0、1、2、… 8、9这十个数字组成五个两位数，每个数字只用一次，要求它们的和是一个奇数，并且尽可能的大，那么这五个两位数的和是多少？
　　[分析]共有5个奇数数字，要使得五个两位数的和是一个奇数，它们的个位只可能是恰有1个或3个或5个奇数，那么就要使得它们的十位有4个或2个或0个奇数。又要使它们的和尽可能的大，应使得它们的十位数字尽量取较大的数字，由此入手问题比较容易得到解决。
　　：按照分析的结果，如果使十位尽可能大，五个数的十位应该为9,8,7,6,5，但是十位不能有3个奇数，把最小的5换成剩余数字中最大的偶数4，和只减少了1，一定是和最大的可能。
　　此时这五个两位数的和是（9+8+7+6+4）×10+(0+1+2+3+5)=351。
　　[评注]本题比较凑巧的是我们利用逐步调整的方法，发现调整一次就达到可能的最大值。但如果换成其他题目还不足以断定其他更大的可能的时候，就要注意否定那些可能，适当的时候还要注意改变方法。
　　[例6]用1、2、…8、9这九个数字组成三个三位数，每个数字只用一次，使其中最大的三位数被3除余2，而且尽可能的小；并且次大的三位数被3除余1，最小的三位数能被3整除。那么，最大的三位数是多少？
　　[分析]九个数字组成三个三位数，要使其中最大的三位数尽可能的小，最小的可能是百位数字分别是1、2和3。因此最大的三位数至少是三百四十多，又要使这个最大的三位数被3除余2，至少应是347。
　　：根据分析的结论我们知道最大的数至少是347。这时我们需要验证能否使得另外两个数也达到题目要求，如果可以，本题的案就水落石出了。
　　很容易给出一种可能的案：347，289，156。
　　所以，最大的三位数的最小值是347。
　　[评注]这种求最大（或最小）数的问题，既要求出这个数，也要说清楚你的结果确实是符合要求的最大（或最小）数。
　　[例7]红、黄、蓝和白色卡片各一张，每张上写有一个数字，小明将这四张卡片如图放置，使它们构成一个四位数，并计算这个四位数与它的数字之和的10倍的差，结果小明发现，无论白色卡片上是什么数字，计算结果都是1998。问：红、黄、蓝三张卡片上各是什么数字？
　　[image: image14.png]



　　[分析]首先我们需要考虑，为什么无论白色卡片上是什么数字，计算结果都是1998？关键时刻，我们要使用对付“多位数问题”的老方法了……
　　解：假设红、黄、白、蓝四张卡片上依次写的是a、b、c、d，那么这个四位数就是1000×a+100×b+10×c+d。它的数字之和的10倍就是10×(a+b+c+d)。
　　这个四位数与它的数字之和的10倍的差是：1000×a+100×b+10×c+d-10×(a+b+c+d)=990×a+90×b-9×d。果然与c无关！
　　因此得到990×a+90×b-9×d=1998，即：
　　　110×a+10×b-d=222，
　　a、b、d都是数字，比较等式左右两边的个位数字，得到d=8，因此：110×a+10×b=230，11×a+b=23。发现之后一种可能：a=2，b=1。
　　所以，红、黄、蓝三张卡片上的数字分别为2、1和8。
　　[评注]用字母代表数和用一个多位数的各位数字上的数字来表示这个多位数是解决数字问题的常见技巧。
　　[例8]一个四位数的数码都是由非零的偶数码组成，它又恰是某个偶数码组成的数的平方，则这个四位数是多少？
　　[分析]注意到只有两位数的平方才有可能是一个四位数。
　　解：因为这个四位数恰是某个偶数码组成的数的平方，所以它只能是某个两位数的平方。不妨设这个两位数为10×a+b，其中a、b是一位偶数。则
　　(10×a+b)2=(10×a+b)×(10×a+b)=100×a2+20×a×b+b2=100a2+10× (2×a×b)+b2。
　　因此，这个两位数10×a+b的平方的十位数字的奇偶性与b2的十位数字的奇偶性相同。
　　又由02=0，22=4，42=16，62=36，82=64，知道b只能取0、2或8，但这个平方数的数码都是非零的，因此b只能取2或8。
　　又由两位数10×a+b的平方是一个四位数且各位数位上的数码都是非零的偶数码，因此，a只能取4、6或8，b只能取2或8。一一计算发现只有682=4624符合要求。
　　所以，这个四位数是4624。
　　[评注]这个问题显然不方便直接考虑这样的四位数，注意到它是一个平方数，因此先去考虑什么样的数的平方符合要求。此问题中我们又一次用到了利用一个多位数的各位数字来表示这个数的方法。
　　此外，我们用到的利用乘法分配律展开括的方法也非常重要！
　　总结
　　这一讲我们通过例题分析，介绍了分数或小数的四舍五入问题的解题方法，往往需要先确定四舍五入前的取值范围，或者先估算出某个数的取值范围，有时还用到枚举法一一试算；还介绍了与数字有关的最大（最小）值问题的解题方法，常常也是先确定范围再说明能达到这个最大（最小）值；例题中我们还多次用到用一个多位数的各个数位上的数字来表示这个多位数的方法。这些方法都需要同学们掌握。
　　作业
　　1、[42×5-(1÷25+91÷07)]÷004=100改动前面算式中一个数的小数点的位置，使其成为一个正确的等式，那么被改动的数变为多少？
　　解：注意到中括之后是除以004，相当于乘以25，因此考虑想办法使得中括的结果是4，而42×5=21，1÷25=04，91÷07=13，如果改动1÷25这一部分使之得到4，等式就成立，而这只需把25的小数点向左移动一位成025即可。
　　因此，被改动的数变为025。
　　2、将1、2、3、4、5、6、7、8这八个数分成三组，分别计算各组数的和。已知这三个和互不相等，且最大的和是最小的和的2倍。那么最小的和是多少？
　　解：考虑这三组数的和从小到大分别是a、b、c，则a＜b＜c且c=2×a。
　　又因为这三组数的和是这八个数的总和，所以a+b+c=1+2+…7+8，即a+b+2×a=36。又由a＜b＜c=2×a知a+a+2×a＜36＜a+2×a+2×a，即a＜9且a＞72。而a显然是整数，所以a=8。
　　3、将1、2、3、4、5、6、7、8、9分别填入图中的九个圆圈内，使其中一条边上的四个数之和与另一条边上的四个数之和的比值最大，那么这个比值是多少？
　　[image: image15.png]



　　解：为了使得其中一条边上的四个数之和与另一条边上的四个数之和的比值达到最大，应使这两条边不共用的那些数的差距尽量的大，一条边上的那三个数取9、8、7，另一条边上的那三个数取1、2、3（比如右图给出的一种填法），现在考虑这两边共用的那个数，只能取4、5或6。计算可知，当这个数取4时，这个比值最大，是（9+8+7+4）÷（1+2+3+4）=28。
　　[image: image16.png]



　　数字谜问题应该是很常见的问题了，同学们从小学三年级就见过了。但随着年龄的增长，数字谜问题的难度也在增加，需要大家有更好的判断能力。
　　在最开始的时候，大家只需要盯住进位或退位的地方，一般都能很快得到问题的结果，慢慢的又需要大家有判断个位数字或者分析某个算式的能力了。
　　今天我们要讲的数字谜综合问题，主要是一些需要综合几个思想才能解决的问题。
　　[例1]如图1，4个小三角形的顶点处有6个圆圈，如果在这些圆圈中分别填上6个质数，它们的和是20，而且每个小三角形3个顶点上的数之和相等。问这六个质数的乘积是多少？
　　[image: image17.png]



　　[分析]两种想法：第一个是先看看哪6个质数的和是20，我们再根据填数的方法，确定这6个质数；第二个想法是先看填数的方法，看看需要满足什么要求，再根据和为20这个条件来得到问题的结果。
　　[image: image18.png]0‘!10




　　解：如图2，我们观察左下方的小三角形和中间的小三角形，除了两个公共的数外，A圆圈里的数应该等于B圆圈里的数，同样的道理，另外四个圆圈里的数也应该是两两相等的。
　　20÷2=10，所以这个题可以变为3个质数的和为10，显然只能是2、3、5，那么这6个质数的乘积为2×2×3×3×5×5=900。
　　[评注]这里我们选用刚才分析中的第2个方法，为什么不用第1种方法呢？请同学们自己思考一下吧。
　　以前我每次讲这个问题的时候，总是有一些同学提出这样一个问题：这6个数字是否需要互不相同？那让我们先一起来分析一下，6个质数和为20有哪些情况，可不可能不重复？如果不能重复的话，那最小的6个质数分别是2、3、5、7、11、13，它们的和远大于20，所以这6个数字是可能相同的。现在我就想提醒一些同学了，在你想问某个问题时，应该先思考一下你想的那种情况是否可能实现？另外，再比如有的数字谜问题，给你6个数字要求填入6个方框，一般就是要求每个数字只填一次，那这种问题就不用向老师提问了。
　　[例2]有一个四位数字互不相同的四位数，把它乘以4后，结果还是一个四位数，并且四个数字的顺序刚好和原来的四位数相反，求这个四位数。
　　[分析]首先可以判断出原来这个四位数的千位数字，进而得出它的个位数字，再得到其他的数字。
　　解：首先千位数字一定是1或2，否则乘以4后会进位；其次千位数字一定是偶数，因为它是乘积的个位数字，所以千位数字只能是2，此时也很容易得到原四位数的个位数字是8；
　　此时又可以判断出百位数字只能是0或1，因为它乘以4后也没有进位，并且不能是2。经过实验，可知百位是1，十位是7。
　　所以原来的算式是2178×4=8712。
　　[评注]大家可能也看出这种问题的方法，首先选好“突破口”，然后再进一步考虑其他的问题。
　　[例3]迎杯×春杯＝好好好
　　在上面的乘法算式中，不同的汉字表示不同的数字，相同的汉字表示相同的数字，那么迎＋春＋杯＋好＝________。
　　[分析]“好好好”这个三位数很有特点，是我们的“突破口”！
　　解：“好好好”是111的倍数，而111=3×37，又因为3和37都是质数，所以在两位数“迎杯”和“春杯”中必有一个数是37的倍数，而另一个数是3的倍数。（请大家思考为什么不能一个数既是37的倍数，又是3的倍数。）
　　若那个37的倍数就是37，则“杯”字代表7，个位为7且是3的倍数的两位数有27，57，87。注意到37×57>1000，故这个两位数只能是27。37×27=999，此时“迎”“春”两字代表2和3，“好”字代表9，迎＋春＋杯＋好＝2＋3＋7＋9＝21。
　　若那个37的倍数是74，则另一个3的倍数个位为4，至少是24，但74×24>1000，这不可能。
　　 所以本题的案为21。
　　[评注]有时我们在做题的时候会尽量选一些很有特点的数或算式进行突破。
　　[例4](1)用1，5，5，5四个数，与加、减、乘、除以及括，组成一个结果等于24的正确算式；
　　　　 (2)用3，3，8，8四个数，与加、减、乘、除以及括，组成一个结果等于24的正确算式。
　　[分析]第1个小题中，要是只给两个5和一个1就方便了！好像多一个5，怎么样才能把它解决掉呢？第2个小题好像也是一样的，给一个3和一个8就够了，可题目却偏偏给我们找麻烦！
　　解：(1) 因为5×5-1=24，于是想到5×(5-1÷5)=24；
　　(2) 因为8×3=24，即8÷(1÷3)=24，所以有8÷(3-8÷3)=24。
　　[评注]这个题目是一个很常见的“二十四点”游戏，即任给4个不超过13的数，用加、减、乘、除以及括，组成一个结果等于24的正确算式。这种问题有很多人进行研究，我们今天讲到的主要都是要借助分数的一类问题，同学们如果有空的话，可以去北京大学的BBS上看看，我记得那里以前有很多很多这方面的问题，甚至每个题有没有结果、有多少个结果都很清楚，但不知道现在还有没有了。
　　[例5]A、B、C、D、E、F、G、L、分别代表0～9中的不同数字，且有下列四个等式成立：D-K×L=F, E×E=HE,C÷K=G，[image: image19.png]


，求A+C。
　　[分析]算式E×E=HE中，E可能是5或6，算式C÷K=G的可能性有8÷2=4、8÷4=2、6÷2=3、6÷3=2，算式[image: image20.png]


有两种可能。
　　解：算式E×E=HE中，E可能是5或6，下面分两种情况进行讨论：
　　如果E=5，那么H=2，根据[image: image21.png]


可得K=3，B=8，再根据C÷K=G可得C=6、G=2，此时G和H都表示2，不满足题意；
　　如果E=6，那么H=3，根据[image: image22.png]


可得K=2，B=9，再根据C÷K=G可得C=8、G=4，此时算式D-K×L=F就可以是7-2×1=5。于是我们可以找出每个字母所表示的数字分别为：A=0、B=9、C=8、D=7、E=6、F=5、G=4、H=3、L=1、K=2。所以A+C等于8。
　　[评注]这个问题似乎有很多个突破口，但是我们现在就应该能更好的看到现在突破某个地方是否会对下一步产生好处。比如在这个题中，先突破E×E=HE的直接原因就是我看到了下一步能很自然的突破最后一个等式[image: image23.png]


。
　　[例6]两个两位的整数，乘积是6975，这两个数中较小的数是多少？
　　[分析]两位数的乘积是6975，所以这两个两位数中，最小的一个也应该不小于70。（大家想一想这是为什么？）另外我们还可以发现，至少有一个两位数的个位数字是5，于是就可以发现必然有其中一个数等于75、85或95。
　　解：我们可以先对6975进行分解，6975=25×279=25×9×31，根据前面的分析，容易看出其中一个两位数是75，另一个是93。那么题目的案就是75。
　　[评注]这个题还可以在前面分析的基础上，用75、85、95去除原来的四位数6975，看哪个能整除它，也是一个不错的方法。
　　[例7]用相同汉字表示相同数字，不同汉字表示不同数字，则在等式学习好勤动脑×5＝勤动脑学习好×8中学习好勤动脑”表示的六位数最少是多少？
　　[分析]“学习好”和“勤动脑”这两组三个字的次序是固定的。那我们可以分别把“学习好”和“勤动脑”看成两个整体。
　　解：假设“学习好”这个三位数为x，“勤动脑”这个三位数为y，那么“学习好勤动脑”这个六位数可以看成“学习好000”与“勤动脑”的和，就等于1000x+y，同理“勤动脑学习好”就等于1000y+x，于是我们可以列出一个方程：
　　5×(1000x+y)=8×(1000y+x)，
　　化简可得：4992x=7995y，128x=205y，
　　若x=205，则y=128，此时六个汉字表示的数字有重复；
　　若x=410，则y=256，满足条件；
　　若x=615，则y=384，满足条件；
　　若x=820，则y=512，此时六个汉字表示的数字有重复。
　　所以“学习好勤动脑”表示的六位数最少是410256。
　　[评注]在这个题目中，我们使用了方程来解决数字谜问题。这种方法希望大家能掌握，特别是六位数“学习好勤动脑”与两个三位数“学习好”和“勤动脑”的关系是关键。
　　[例8]把数字1～9填到下面的方框中，每个数字只填一次，使等式成立。
　　□□+□□=□□+□□
　　[分析]最简单的可能是三位数的首位数字一定是1。可剩下的怎么办呢？一个一个去试验吗？那岂不是太麻烦了？
　　解：假设□□□+□□=□□+□□=A，首先因为1～9的数字和是9的倍数，所以A是9的倍数。
　　其次A的最小值是124+35=159，最大值是97+86=183，再根据A是9的倍数可以得到A只能等于162、171、180。
　　于是我们得到下面三类结果：
　　123+48=96+75；
　　126+54=97+83；
　　124+38=95+67。
　　[评注]虽然这是一个数字谜问题，却用到了整除和最值方面的问题。这也说明我们面临的数字谜问题越来越困难，需要的方法也越来越多了。这也要求我们每一位同学提高各个方面的能力，当然最重要的还是综合运用的能力。
　　总结
　　我们今天讲的数字谜问题属于比较综合的数字谜问题，经常需要用到质数、合数、整除、分解质因数等数论方面的知识，还有的问题提到了最值和方程，希望大家多思考，多总结这些问题的方法！
　　作业
　　1a是一个自然数，已知a与a+1的各位数字之和都能被7整除，那么这样的自然数a最小是多少？
　　2开放的中国盼奥运×□＝盼盼盼盼盼盼盼盼盼
　　上面的横式中不同的汉字代表不同的数字，□代表某个一位数，那么盼字所代表的数字是多少？
　　同学们好！欢迎你走进五年级华校课堂，今天，我们将学习循环小数与分数，主要涉及到循环小数与分数的互化以及循环小数之间简单的加、减运算问题这里需要同学们掌握循环小数与分数互化的方法以及利用运算定律进行简算的某些技巧。
　　（1）化分数为小数或循环小数的方法：直接进行除法运算，若不能整除，将出现循环。
　　（2）化循环小数为分数的方法：整数部分不变，小数部分可化为真分数。如果是单循环小数，则循环节所构成的自然数当分子，循环节的位数个9组成的自然数当分母。如：[image: image24.png]


；如果是混循环小数，则从小数点后第一位起到第一个循环节结束的所有数字所构成的自然数减去小数点后第一位起到第一个循环节之前一位的所有数字所构成的自然数，这个差当分子，循环节的位数个9与循环节前的小数位数个0组成的自然数当分母。如：[image: image25.png]2340
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。
　　（3）利用运算定律进行简算的某些技巧：有“整体”及“拆分”方法，也就是结合率及分配率的运用。具体我们将在例题中加以介绍。
　　[例1]真分数[image: image26.png]


化为小数后，如果从小数点后第一位的数字开始连续若干个数字之和是2004，那么a是多少？
　　[分析]注意到[image: image27.png]


是真分数，所以a只可能为1，2，3，4，5或6。将[image: image28.png]


至[image: image29.png]


这六个分数分别化为小数后，发现它们都是循环小数且循环节都是由1、2、4、5、7、8这6个数字组成的，所以它们的循环节的各位数字之和相等。
　　解：将[image: image30.png]


至[image: image31.png]


这六个分数分别化为小数后，得到[image: image32.png]N 142857



、[image: image33.png]N 285714



、[image: image34.png]N 428571



、[image: image35.png]1 5714 2%



、[image: image36.png]N 714285



、[image: image37.png]1 857147



。
　　各数的循环节的数字之和都是1+2+4+5+7+8=27。
　　又真分数[image: image38.png]


化为小数后，从小数点后第一位的数字开始连续若干个数字之和是2004，
　　由2004÷27=74……6，所以这连续若干个数字包含74个循环节，再包含第75个循环节中的前几个和为6的数字，这样只有[image: image39.png]N 428571



符合要求，因此a为3。
　　：a是3。
　　[评注]在解有关数字的题目时，常会用到某些数的特性，本题中就用到以7为分母的分数的循环节是由相同数字组成的这样一个特性。
　　[例2]某学生将[image: image40.png]| 273



乘以一个数a后，把[image: image41.png]| 273



误看成123，使乘积比正确结果减少03，则正确结果应该是多少？
　　[分析]因为[image: image42.png]| 273



-123=[image: image43.png]N N0 3



，把[image: image44.png]| 273



误看成123，乘以一个数a后，乘积比正确结果减少03，由此可以求得a的值从而求得正确结果。
　　解：把[image: image45.png]| 273



误看成123，数值减少了[image: image46.png]| 273



-123=[image: image47.png]N N0 3



，乘以一个数a后，结果将减少[image: image48.png]N N0 3



×a，而实际上乘积比正确结果减少了03，因此[image: image49.png]


。
　　所以正确结果应为123×a+03=123×90+03=111。
　　(或正确结果应为[image: image50.png]S x90=111




)
　　[评注]运算式子中含有循环小数的问题，一般地可以考虑把循环小数化为分数参与计算含有循环小数的近似计算问题，除考虑把循环小数化为分数外，有时也可以考虑适当地先取近似值再参与计算但此题是精确计算，因此不能用近似值的方法。
　　[例3]计算：[image: image51.png]1 S 3 2 13
—x(485+ 2 -3.6+6.15x3 4| 55-1L75x(12+
4 1z 5 ERET



。
　　[分析]这个一个加、减、乘、除混合运算的式子，其中有分数又有小数，有乘法又有除法。经常把除法化为乘法，并且把其中一部分统一为分数或小数，甚至全部化为分数或小数。
　　注意到第一个括内的除法化为乘法后，有三个相等的数[image: image52.png]


、36和[image: image53.png]


，因此对第一个括可以考虑结合率，即把[image: image54.png]


提取到括外；再看后面的中小括里的两个加数，分别是[image: image55.png]


和[image: image56.png]


，直接作加法需要通分，而外面的乘数是175，即[image: image57.png]


，分别与[image: image58.png]


和[image: image59.png]


相乘，所得结果分母相同，因此对后面的小括可以考虑分配率，即把175化为[image: image60.png]


后先分别与[image: image61.png]


和[image: image62.png]


相乘，从而得到简便算法。
　　解：[image: image63.png]Lfasss2-3646 15x33w+[5 5—175x\1£+L}
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　　[评注]混合运算问题，往往需考虑利用运算定律得到简便算法。此题就是一个典型的例子。
　　[例4]计算：[image: image65.png]o1

—_
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　　[分析]显然不考虑直接通分计算注意到算式中各分数的分子都是1，而且通过观察发现，分母从小到大是成2倍增长的，其中分母最大的分数[image: image66.png]


有两个，和恰好为[image: image67.png]


，依此类推，得到简便计算。
　　解：[image: image68.png]r.t
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　　[评注]多个异分母分数相加减的问题，一般不考虑一次全部通分，可以考虑部分通分，或适当地交换各分数的次序，比如此例题，避免了容易出错的通分的步骤。
　　[例5]计算：
　　[image: image70.png]11 11 11 11 11 11
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　　[分析]观察式子发现，式中各数排列规律明显，每个括中的第一部分1、3、5、7、9、11恰好构成一个等差数列，而括中的第二部分都有[image: image71.png]


，乘数分别为3、5、7、9、11、13也构成一个等差数列，因此可以先去小括，再改变运算顺序。
　　解：[image: image72.png]11 11 11 11 11 11
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　　[评注]本题式子中各括具有相同的构成，且每个括前后两部分各成一列，因此改变运算顺序是最佳选择。
　　[例6]计算：[image: image74.png]


。
　　[分析]观察发现式子中多次出现[image: image75.png]Ll



，可以考虑用“换元法”，也就是用一个字母，比如用a来替换式子中的[image: image76.png]Ll



，达到简化书写及简化运算的目的。
　　解：记[image: image77.png]Ll



=a，则
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　　[评注]“换元法”是一种常见的数学方法，它不仅可以从形式上简化一个复杂的式子，还可以进一步简化运算有时还可以引进多个参数，也就是多次换元。比如，观察到式子中[image: image79.png]Ll



和[image: image80.png]


各出现两次，我们还可以有下面的解法。
　　解法（2）记[image: image81.png]Ll



=a，[image: image82.png]


=b，则[image: image83.png]


。
　　　[image: image84.png]rrn ottt rror 1 11t
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　　[例7]（1）已知等式[image: image85.png]= +25-10.08
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，那么□代表的数是多少？
　　（2）设上题案为a，在算式(199381+a)×○的○内，填入一个适当的一位自然数，使乘积的个位数字达到最小值问○内的所填数字是多少？
　　[分析]（1）这是一个加减乘除混合运算的式子，□是其中的一个数，我们可以用倒推的方法求得□代表的数。具体计算时先统一为小数或分数，常常统一为分数再计算。还要注意先把除法化为乘法。再结合前面例题中的简便算法，得到下面的解法。
　　（2）由（1）得到□=[image: image86.png]—__ 0.0



，即a=003，要使乘积的个位数字达到最小，可以通过试算得到○内的所填数字是多少。
　　解：
　　1）□=[image: image87.png]10.08+6 = 25~ 0.126x79 | =12
10 s
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　　2）由上面计算知a=003，算式(199381+a)×○即为199384×○，○内可以填1至9这9个一位自然数。通过试算得到199384×8时，个位是0，达到最小。因此，使乘积的个位数字达到最小值的○内的数字是8。
　　[评注]已知一个算式的结果，要求得式中某数的问题，经常用倒推的方法，利用加减法互逆，乘除法互逆的原则把已知式子重新改写。至于达到最大最小值的问题，往往需估算，找到符合要求的式子，并具体给出，说明确实达到最大值或最小值。
　　[例8]将循环小数[image: image89.png]N 127



与[image: image90.png]N 179672



相乘，取近似值，要求保留一百位小数，那么该近似值的最后一位小数是多少？
　　[分析]由于循环小数小数点后面有无穷位，不容易直接计算，但我们知道循环小数可以与分数互化，因此循环小数的计算问题，经常先把小数化为分数，计算出结果后再化为小数。化循环小数为分数的方法见本讲内容介绍。
　　解：[image: image91.png]N1 N27%x0 179672
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　　循环节有6位，100÷6=16……4，因此第100位小数是循环节中的第4个数字8，第101位小数是循环节中的第5个数字5，要求保留一百位小数，这样四舍五入之后该近似值的最后一位小数是9。
　　[评注]对于结果取近似值的问题，有时我们也可以先取近似值再计算（需比结果中要求的近似位数多保留一位，比如，要求结果保留两位小数，则计算过程中近似数应保留三位小数。）但本题要求保留100位小数，这种方法显然是不可取的。
　　作业
　　1计算：[image: image93.png]N1 1+0125+03+0 16



，结果保留三位小数。
　　解：[image: image94.png]N1 1+0125+03+0 16
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　　2将下列算式的计算结果写成带分数：[image: image96.png]U.0x 230x53
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。
　　解：[image: image97.png]U.0x 230x53
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[视频课程集锦：http://zkikaoticn/shop/zxxhtm]
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　　3求下述算式计算结果的整数部分：[image: image99.png]"
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。
　　解：[image: image100.png]"
23 5 711 13




　　[image: image101.png]1éx539
118

59
- (119-Dx—
o=

119x 2213 22
[ECRRTE
_s9- 2
11
5550




　　所以所求计算结果的整数部分为517。
　　同学们好!今天，我们将学习解决各种具有和差倍分关系的综合应用题，重点是包含分数的问题基本的解题方法是适当选取已知条件中的某个量作为单位“1”，再把其余相关的量恰当地写出或变形，与之进行比较从而求出相关的量。
　　[例1]有甲、乙两个数，如果把甲数的小数点向左移两位，就是乙数的[image: image102.png]


，那么甲数是乙数的多少倍？
　　[分析]把甲数的小数点向左移两位，就变为原来的[image: image103.png]100



，这时是乙数的[image: image104.png]


，因此[image: image105.png]100



甲=[image: image106.png]


乙。由此得到甲=100×[image: image107.png]


乙=125乙。也可以设乙数为单位“1”，则甲数的[image: image108.png]100



是[image: image109.png]


个单位，甲数就是100×[image: image110.png]


=125个单位。
　　解：由分析可知[image: image111.png]100



甲=[image: image112.png]


乙，
　　因此甲数是乙数的100×[image: image113.png]


=125（倍）。
　　：甲数是乙数的125倍。
　　[评注]对于这种移小数点的问题，关键要弄清小数点移动前后数的变化。如果把一个数的小数点向左移一位，则变为原数的[image: image114.png]


；如果把一个数的小数点向右移一位，则变为原数的10倍。
　　[例2]有三堆棋子，每堆棋子数一样多，并且都只有黑、白两色棋子。已知第一堆里的黑子与第二堆里的白子一样多，第三堆里的黑子占全部黑子的[image: image115.png]


。如果把这三堆棋子集中在一起，那么白子占全部棋子的几分之几？
　　[分析]由第三堆里的黑子占全部黑子的[image: image116.png]


可以得到第一、二堆里的黑子总数占全部黑子的[image: image117.png]


，已知第一堆里的黑子与第二堆里的白子一样多，实际上相当于告诉我们第一、二堆里的黑子总数等于棋子总数的[image: image118.png]


。由此可以得到全部棋子中黑子所占的份数，从而得到白子所占的份数。
　　解：因为第一堆里的黑子与第二堆里的白子一样多，而且每堆棋子数一样多，所以第一堆里的白子也与第二堆里的黑子一样多。
　　因此第一、二堆里的黑子总数等于第一、二堆里的白子总数，都等于全部棋子数的[image: image119.png]


，又因为第三堆里的黑子占全部黑子的[image: image120.png]


，所以第一、二堆里的黑子总数占全部黑子的[image: image121.png]


，所以全部黑子占全部棋子数的[image: image122.png]


。
　　所以白子占全部棋子的[image: image123.png]


。
　　：白子占全部棋子的[image: image124.png]


。
　　[评注]题目中关于黑子的条件比较多，可以考虑先入手求黑子占全部棋子的几分之几。又由题目中的条件知把第一、二堆合在一起考虑比较方便。
　　[例3]李刚给军属王奶奶运蜂窝煤，第一次运了全部的[image: image125.png]


，第二次运了50块。这时，已运来的恰好是没运来的[image: image126.png]


。问还有多少块蜂窝煤没有运来？
　　[分析]题中牵涉到多个量的关系，由已运来的恰好是没运来的[image: image127.png]


，可以假设全部蜂窝煤有5+7=12份，其中已运来5份，还有7份没运来。再由条件可以求出第二次运的50块占的份数，从而求得每份有多少块蜂窝煤。
　　解：假设全部蜂窝煤有5+7=12份，其中已运来5份，还有7份没运来。
　　又因为第一次运了全部的[image: image128.png]


，也就是运了[image: image129.png]


（份）。
　　所以第二次运了[image: image130.png]


（份）。
　　因此一份蜂窝煤有[image: image131.png]50— = 10
Py



（块）。
　　所以没运来的蜂窝煤有100×7=700（块）。
　　：还有700块蜂窝煤没有运来。
　　[评注]一个总体如果分成甲、乙两部分，甲是乙的[image: image132.png]


，则常常设总体为(a+b)份，甲占a份，乙占b份，实际上甲占总体的[image: image133.png])



，乙占总体的[image: image134.png])



。因此，我们也可以假设总体为单位1份，得到如下解法。
　　解法2：设全部蜂窝煤为单位“1”，则
　　 已运来的蜂窝煤占全部蜂窝煤的[image: image135.png]


；
　　 没运来的蜂窝煤占全部蜂窝煤的[image: image136.png]


。
　　又因为第一次运了全部的[image: image137.png]


，所以第二次运了全部的[image: image138.png]



　　总共有蜂窝煤[image: image139.png]50+ — = 1200
a4



（块）所以没运来的蜂窝煤有[image: image140.png]1200x— = 700
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（块）。
　　[例4]师徒二人共同加工170个零件，师傅加工的零件个数的[image: image141.png]


比徒弟加工的零件个数的[image: image142.png]


还多10个。那么，徒弟一共加工了多少个零件？
　　[分析]题中师徒二人加工的零件总数已经给定，要求徒弟加工的零件个数，可以考虑适当地选取单位“1”，找到已知与所求之间的关系再具体分析题目中的条件，可以得到如下解法。
　　解：假设徒弟加工的零件个数为4份，
　　又因为师傅加工的零件个数的[image: image143.png]


比徒弟加工的零件个数的[image: image144.png]


还多10个，所以师傅加工的零件个数的[image: image145.png]


比1份还多10个。
　　因此比3份还多30个，所以师徒二人共同加工了4+3=7份还多30个零件。
　　又已知师徒二人共同加工170个零件，所以1份零件有(170-30)÷7=20（个）。
　　所以徒弟加工的零件个数为20×4=80（个）。
　　：徒弟一共加工了80个零件。
　　[评注]本题也可以假设师傅加工的零件个数为3份，这样可以得到徒弟加工的零件个数比4份少40个。
　　也可以考虑假设徒弟加工的零件个数（或师傅加工的零件个数）为单位“1”，但这样解题过程中将会出现较多的分数运算。
　　甚至你可以去用列方程的方法来解决这个问题。
　　同学们可以自己试着用不同的方法去求解。要是你平时经常去考虑一题多解，对同一个问题给出不同的解法并加以比较，得到最佳解法，你的思维一定会越来越灵活，解题思路会越来越开阔。
　　[例5]一支部队有若干连队，如果再调进一个连队，现存的粮食可以吃6天；如果调出一个连队，现存的粮食可以吃10天。假设每个连队吃的粮食一样多，若现存的粮食只给一个连队吃，问能够吃多少天？
　　[分析]注意到“再调进一个连队”和“调出一个连队”，相差两个连队。由此可以求得一个连队每天吃掉现存粮食的几分之几。
　　解：调进一个连队，每天吃掉现存粮食的[image: image146.png]


，调出一个连队，每天吃掉现存粮食的[image: image147.png]


，因此一个连队每天吃掉现存粮食的[image: image148.png]


。
　　所以若现存的粮食只给一个连队吃，能够吃[image: image149.png]


（天）。
　　：若现存的粮食只给一个连队吃，能够吃30天。
　　[评注]这种调进调出的问题，包括其余的一些调整问题，往往需注意考虑调整前后的变化情况。
　　[例6]如图，甲、乙、丙3根木棒插在水池中，三根木棒的长度之和是360厘米，甲木棒有[image: image150.png]


露在水面外，乙木棒有[image: image151.png]


露在水面外，丙木棒有[image: image152.png]


露在水面外，问水深有多少厘米？
　　[image: image153.png]i
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　　[分析]注意到三根木棒的总长度给定，且三根木棒都跟水深有比较，可以选取水深为1个单位。
　　解：假设水深为单位“1”，则甲木棒的长度为[image: image154.png]


，乙木棒的长度为[image: image155.png]


，丙木棒的长度为[image: image156.png]


。
　　又三根木棒的长度之和是360厘米，因此1个单位相当于[image: image157.png]2)=360+8 =42
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（厘米）。即水深为45厘米。
　　：水深有45厘米。
　　[评注]题中三个量（即三根木棒的长度）的直接关系未知，但每根木棒没在水面下的长度（即水深）都与木棒长度有直接关系，因此选取水深为1份是最佳选择当然，你也可以假设某一根木棒的长度为单位“1”，再想办法把水深及其它两根木棒的长度表示出来。
　　[例7]一批工人到甲、乙两个工地进行清理工作，甲工地的工作量是乙工地工作量的[image: image158.png]


倍。上午去甲工地的人数是去乙工地的人数的3倍，下午这批工人中有[image: image159.png]


的人去甲工地，其他人去乙工地到傍晚时，甲工地的工作已做完，乙工地的工作还需4名工人再做1天。那么这批工人共有多少名？
　　[分析]此题隐含每名工人工作效率相同。假设甲工地或乙工地的工作量为1，则知道总工作量。要求出有多少人，关键是求出1个人的工作效率。
　　解：假设乙工地的工作量为1，则甲工地的工作量为[image: image160.png]


（单位）。
　　依题意，这批工人的[image: image161.png]


工作半天以及这批工人的[image: image162.png]


工作半天的总工作量是[image: image163.png]


个单位的工作量，所以这批工人半天的工作量为[image: image164.png]


（单位）。
　　所以这批工人一天的工作量为[image: image165.png]


（单位），且乙工地第一天的工作量为[image: image166.png]Lo 2
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（单位）。
　　所以4名工人一天的工作量为[image: image167.png]


（单位），
　　所以1名工人一天的工作量为[image: image168.png]


（单位）。
　　因此，这批工人的人数是[image: image169.png]


（人）。
　　：这批工人有36人。
　　[评注]解决这个问题，关键是单位“1” 要适当选取，此题取甲批零件的工作量为单位“1”也可以。当然，如果你会列方程解应用题，往往可以很容易解决这种题型的题。现在，我们一起试一试列方程解这个题吧。
　　另解：把每半天当作一个时间单位，设这批工人有x人，
　　依题意，得
　　[image: image170.png]



　　解得x=36（人）。
　　：这批工人有36人。
　　[例8]小李和小张同时开始制作同一种零件，每人每分钟能制作1个零件，但小李每制作3个零件要休息1分钟，小张每制作4个零件要休息15分钟，现在他们要共同完成制作300个零件的任务，需要多少分钟？
　　[分析]由工作总量=工作效率×工作时间可以得到“[image: image171.png]TAERTTEl=




”，但现在两人工作过程中的休息时间也应该计算在内，分析题目条件，知道小李每4分钟制作3个零件，小张每55分钟制作4个零件。由于4和55的最小公倍数是44，所以每隔44分钟，两人共加工了(44÷4)×3+(44÷55)×4=33+32=65个零件，恰好共同休息完，一起再开始制作零件。因此可以考虑他们要共同完成制作这300个零件的任务，需要分成多少段44分钟，余下的再单独分析。
　　[解]由题意可知，小李每4分钟制作3个零件，小张每55分钟制作4个零件。又知4和55的最小公倍数是44，所以每44分钟两人共加工零件(44÷4)×3+(44÷55)×4=33+32=65（个），由300÷65=4……40，所以他们用44×4=176分钟制作了65×4=260个零件还余下40个零件。平均两人需再作20个。
　　由(18÷3)×4=24知小李再用24分钟可以制作18个零件，而24÷55=4……2，小张在这24分钟内制作了4×4+2=18个零件，还余下36-(18+18)=4个零件，而接下来的这两分钟两人都不休息，恰好各制作2个零件。因此制作这300个零件共需时间176+24+2=202（分钟）。
　　：他们共同完成制作300个零件的任务，需要202分钟。
　　[评注]对于这种问题，适当地分段考虑很重要。
　　作业
　　1、兄弟两人一起学外语，哥哥每天比弟弟多记11个单词，40天中哥哥因事停学了15天，结果所记单词数量还是弟弟的2倍。那么在这40天中哥哥记了多少个单词？
　　解：40天中哥哥因事停学了15天，实际上哥哥只学了40-15=25天这25天里哥哥所记的单词数量是弟弟40天所记单词数量的2倍，即哥哥25天所记单词数量相当于弟弟80天所记单词数量，因此哥哥每天所记单词数量是弟弟每天所记单词数量的80÷25=32（倍），又哥哥每天比弟弟多记11个单词，所以弟弟每天记单词11÷（32-1）=5个，这40天共记单词5×40==200个，这40天中哥哥记了200×2=400个单词
　　：在这40天中哥哥记了400个单词。
　　2、有两条纸带，一条长21厘米，一条长13厘米，把两条纸带都剪下同样长的一段后，发现短纸带剩下的长度是长纸带剩下的长度的[image: image172.png]


，问剪下的一段长多少厘米？
　　解：把两条纸带都剪下同样长的一段后，短纸带剩下的长度是长纸带剩下的长度的[image: image173.png]


，则短纸带比长纸带短的部分相当于长纸带剩下的长度的[image: image174.png]


。而实际上短纸带比长纸带短21-13=8厘米，因此长纸带剩下的长度为[image: image175.png]


厘米，所以剪下的一段长21-208=02厘米。
　　：剪下的一段长02厘米。
　　3、春风小学原计划栽种杨树、柳树和槐树共1500棵植树开始后，当栽种了杨树总数的[image: image176.png]


和30棵柳树后，又临时运来15棵槐树，这时剩下的三种树的棵数恰好相等。问：原计划要栽种这三种树各多少棵？
　　解：假设杨树总数为单位“1”，根据题意，栽种了杨树总数的[image: image177.png]


和30棵柳树后，又临时运来15棵槐树，这时未栽种的杨树占[image: image178.png]


，而这时剩下的三种树的棵数恰好相等，因此未栽种的柳树也占[image: image179.png]


，未栽种的槐树也占[image: image180.png]


，因此可得单位1，即杨树总数为
　　[image: image181.png]3
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（棵）。
　　所以柳树有[image: image182.png](1—§)xazs+zn:33n+znszﬁn



（棵）。
　　所以槐树有[image: image183.png](1—§)x325—15:33n—15:315



（棵）。
　　：原计划要栽种杨树、柳树和槐树各为825棵、360棵和315棵。
　　同学们好！今天我们将运用抽屉原理解决一些较复杂的组合计算与证明问题，这里的“抽屉”与“苹果”需要恰当地设计与选取，有时还需要构造出达到最佳状态的例子。
　　现在我们先复习抽屉原理。
　　抽屉原理1：把n+1个“苹果”（或多于n+1个“苹果”）放入n个“抽屉”里，至少有一个“抽屉”至少放入了2个“苹果”。
　　抽屉原理2：把kn+1个“苹果”（或多于kn+1个“苹果”）放入n个“抽屉”里，至少有一个“抽屉”至少放入了k+1个“苹果”。
　　[例1]从1、2、3、…、2001、2003这些自然数中，最多可以取出多少个数，使得其中每两个数的差都不等于4？
　　[分析]我们发现，1和5，2和6，3和7，4和8这4对数是差为4的数，也就是1至8这8个数恰好组成4对差等于4的数。因此从中最多可以取出4个数，使得其中每两个数的差都不等于4。实际上，这个结论对于任意的8个连续的自然数都适用。所以我们可以把1至2003这2003个数从小到大按8个数一组来划分，最后不够8个的几个数也组成一组，得到“抽屉”。
　　解：将把1至2003这2003个数按8个数一组划分如下：
　　（1、2、3、4、5、6、7、8）；
　　（9、10、…、15、16）；……；
　　（1993、1994、…、1999、2000）；
　　（2001、2002、2003）。
　　由于2003÷8=250……3，因此共分成250+1=251组。
　　其中前250组中，每一组最多可以取4个数，最后一组的三个数可以都取出来，共可取出4×250+3=1003个数。比如，前250组都取前4个数，最后一组的三个数都取出，则其中每两个数的差都不等于4，符合题目要求。
　　若取出1004个数，最后一组只有三个数，最多三个数全部取出，还有1004-3=1001个数。
　　由于1001=250×4+1，由抽屉原理可知：将1001个“苹果”放入250个“抽屉”中，至少有一个“抽屉”放入了5个或5个以上的“苹果”，即这1001个数放入250组数里，至少有5个或5个以上的数放入了同一组数里；而8个连续的自然数中最多可以取出4个差不等于4的数，所以同一组数里的5个或5个以上的数中必有两个数的差为4。
　　所以，最多可以取出1003个数，使得其中每两个数的差都不等于4。
　　[评注]本题涉及到“至少”与“最多”的概念，解题时首先要构造出达到最大值的具体实例，然后再说明超过最大值时不符合题目要求。
　　[例2]从1至2004这2004个自然数中最多可以取出多少个数，使得其中每两个数都不连续且差都不等于4？
　　[分析]此题不仅要求每两个数的差都不等于4，还要求每两个数都不连续，因此沿用刚才的分组方法是不行的，需要重新找到适当的分组方法。
　　解：把1至2004这2004个自然数按5个一组划分如下：
　　（1、2、3、4、5）；
　　（6、7、8、9、10）；
　　…；[视频课程集锦：http://zkikaoticn/shop/zxxhtm]
　　（1996、1997、1998、1999、2000）；
　　（2001、2002、2003、2004）。
　　因为2004÷5=400…4，所以共分成400+1=401组，其中前400组个有5个数，最后一组有4个数。每一组数中最多可以取出2个数，因此最多可以取出401×2=802个数，使得其中每两个数都不连续且差都不等于4。比如，取每一组数中的第一和第三个数，恰好共取出802个数，其中每两个数都不连续且差都不等于4，符合题目要求。
　　若取出803个数，因为803=401×2+1，由抽屉原理可知：将803个“苹果”放入401个“抽屉”中，至少有一个“抽屉”放入了3个或3个以上的“苹果”，即这803个数放入401组数里，至少有3个或3个以上的数放入了同一组数里；而5个连续的自然数中最多可以取出2个不连续且差不等于4的数，最后一组只有4个连续的自然数，最多可以取出2个不连续且差不等于4的数。所以同一组数里的3个或3个以上的数中必有两个数连续或者差为4。
　　因此，最多可以取出802个数，使得其中每两个数都不连续且差都不等于4。
　　[评注]构造抽屉的方法灵活多样，构造出适当的抽屉是解题的关键。
　　[例3]从1、3、5、7、…、97、99中最多可以选出多少个数，使得选出的数中，每一个数都不是另一个数的倍数？
　　[分析]注意到这些数中，如果一个数是另一个数的倍数，至少是3倍。而1、3、5等较小的数的某些奇数倍数都在这些数里，因此可以从较大的数入手考虑。[视频课程集锦：http://zkikaoticn/shop/zxxhtm]
　　解：1、3、5、7、…、97、99是50个连续奇数，其中若一个是另一个的倍数，至少是3倍。由99=33×3知1、3、…、33这17个数的3倍都在这50个连续奇数里，而35、37、…、97、99这33个数的3倍都大于99，都不在这50个连续奇数里。因此至少可以从中可以选出33个数，使每一个数都不是另一个数的倍数。
　　比如选35、37、…、97、99这33个数，每一个数都不是另一个数的倍数，符合题目要求。
　　若前17个奇数1、3、…、33中至少选择了1个数，而这17个奇数中的任一个，必至少有一个奇数倍数在后33个奇数35、37、…、97、99中。因此，选了前面较小的一个奇数，后面较大的奇数里至少有一个是它的倍数，需要去掉。因此可以选取的数，个数不可能增多，
　　所以，从1、3、5、7、…、97、99中最多可以选出33个数，使得选出的数中，每一个数都不是另一个数的倍数。
　　[评注]在利用抽屉原理解题时，如果构造出的抽屉的容量大小不同，可以先考虑把它们装满。有时解题过程中不一定把抽屉明确地构造出来。
　　[例4]从1、2、3、…、49、50这50个数中，取出若干个数，使其中任意两个数的和都不能被7整除，则最多能取出多少个数？
　　[分析]考虑什么样的两个数的和是7的倍数？
　　解：把1、2、3、…、49、50这50个数按被7除的余数来分类如下：
　　（1、7×1+1、…、7×7+1）；（6、7×1+6、…、7×6+6）；
　　（2、7×1+2、…、7×6+2）；（5、7×1+5、…、7×6+5）；
　　（3、7×1+3、…、7×6+3）；（4、7×1+4、…、7×6+4）；
　　（7×1、7×2、…、7×7）。
　　上面这7组数，最后一组中任意两个数的和都是7的倍数，因此这一组中最多只能取出一个数。
　　而其余各组中，同组的任意两个数的和都不是7的倍数，但同一行的两组（比如被7除余数为1和6的这两组）中各取一个数，这两个数的和都是7的倍数。因此：
　　上面第一行（被7除余数为1和6的两组）这两组数中最多可以取出8个数；上面第二行（被7除余数为2和5的两组）这两组数中最多可以取出7个数；上面第三行（被7除余数为3和4的两组）这两组数中最多也可以取出7个数。
　　所以，最多可以取出1+8+7+7=23个数，使其中任意两个数的和都不能被7整除。
　　显然，符合要求的23个数是可以取到的，例如，取出所有被7除余数为1、2、3的数和一个7的倍数（不妨取7），则恰好是23个符合要求的数。
　　又由前面可知，如果取出24个数，则必至少有两个数，和为7的倍数。
　　因此，最多可以取出23个数，使其中任意两个数的和都不能被7整除。
　　[评注]一般地，构造的抽屉是“等容量的”，但有时也可以不同。还有利用被某个数除所得的余数来分类也是一种常见的构造抽屉的方法，这种方法也称“同余类”法，比如，7有7个同余类。
　　[例5]从1，2，3，…，99，100这一百个数中任意选出51个数，证明：
　　（1）在这51个数中，一定有两个数互质；
　　（2）在这51个数中，一定有两个数的差等于50；
　　（3）在这51个数中，一定存在9个数，它们的最大公约数大于1。
　　[分析]1）只需构造不多于50个的抽屉，使每个抽屉里的数互质，注意到两个连续自然数必互质。这里最简单的做法是从小到大两两分组即可。
　　2）只需构造不多于50个的抽屉，使每个抽屉里的数差为50。
　　3）考虑到这个最大公约数不会太大，可以按最大公约数为2、3…来分组。
　　解：1）把1，2，3，…，99，100这一百个数如下分组：
　　 （1，2）；（3，4）…，（99，100）。共50组。
　　从1，2，3，…，99，100这一百个数中任意选出51个数，必有两个数选自同一组，而选自同一组的这两个数是相邻数字，必互质。
　　2）把1，2，3，…，99，100这一百个数如下分组：
　　（1，51）；（2，52）；…，（50，100）。共50组。
　　从1，2，3，…，99，100这一百个数中任意选出51个数，必有两个数选自同一组，而选自同一组的这两个数差为50。
　　3）把1，2，3，…，99，100这一百个数中最大公约数为2的数2、4、6、…，100共50个数分为一组；
　　再把剩下的数中最大公约数为3的数3，9，15，…，99共17个数分为一组；
　　还剩下33个数，无论以任何数字为最大公约数都无法从中找到9个形成一组，故把它们每一个数当成一组，共33组。
　　从1，2，3，…，99，100这一百个数中任意选出51个数，必至少有51-33=18个数选自前两组，那么至少有9个数选自前两组中的一组，这9个数的最大公约数为2或3，大于1。
　　[评注]第（1）题构造抽屉的依据是连续两个数必互质；
　　第（2）题利用“差为50”这个条件来构造抽屉；
　　第（3）题牵涉到几个数的最大公约数，由此入手来构造抽屉。
　　[例6]有49个小孩，每人胸前有一个码，码从1到49各不相同。现在请你挑选若干个小孩，排成一个圆圈，使任何相邻两个小孩的码数的乘积小于100，那么你最多能挑选出多少个孩子？
　　[分析] 考虑所有乘积小于100的两个数组成的数对，再适当地分组。
　　解：把1至49这些数中乘积小于100的两个数组成的数对按如下分组：
　　（1×2）、（1×3）、…、（1×49）；
　　（2×3）、（2×4）、…、（2×49）；
　　……
　　（8×9）、（8×10）、（8×11）、（8×12）；
　　（9×10）、（9×11）。
　　共分成9组，每一组中的每个数对都共用一个数。因为每个小孩的码必须且只需与和他相邻的两个小孩的码相乘，因此，每一组中最多可以取出两个数对，这两个数对共用一个数，另外的两个数再与别的组中的数对共用，这样总共最多可以取出18个数对，而其中每一个数都应该恰好出现在两个数组中，因此一共最多取出18个数。例如，取出下列18个数组：（10×9）、（9×11）、（11×8）、（8×12）、（12×7）、（7×13）、（13×6）、（6×14）、（14×5）、（5×15）、（15×4）、（4×16）、（16×3）、（3×17）、（17×2）、（2×18）、（18×1）、（1×10）。共出现了1至18，18个孩子。
　　如果随意选出19个孩子，相当于随意取出19个码，由于每个码要与和它相邻的两个码相乘，两个相乘的数组成一个数对，则得到19个数对，在9组数中取出19个数对，由19=9×2+1，由抽屉原理知，必有至少三个数组取自这9组数中的同一组，这样就可以找到某个数，在这些数对中至少出现三次，而每个孩子的码只跟和他相邻的两个孩子的码相乘，矛盾。
　　因此，最多能挑选出18个孩子排成一个圆圈，且符合要求。
　　[评注]解题的关键是抓住满足条件时的状态，构造出一种符合条件的情况。
　　[例7] 在边长为1的正方形内，随意放进9个点，证明其中必有3个点，它们构成三角形的面积不大于[image: image184.png]


。
　　[image: image185.png]



　　[分析]显然，边长为1的正方形的面积是1，现在要求三角形的面积不大于[image: image186.png]


，由三角形的面积公式可知，三角形的底边与高的乘积应该不大于[image: image187.png]


，因此三角形的三个顶点应该在面积为[image: image188.png]


的长方形或正方形内。
　　[image: image189.png]



　　解：如图，把边长为1的正方形分割成四个相同的小正方形，则每一个小正方形的面积都是[image: image190.png]


。
　　现在在这个大正方形内随意放进9个点，9=4×2+1，则由抽屉原理可知，至少有一个小正方形内（或边上）放了至少3个点，这3个点构成的三角形的面积不大于这个小正方形的面积的一半，即这个三角形的面积不大于[image: image191.png]


。
　　[评注]这是一个利用抽屉原理来解决的面积问题。把一个图形分割成大小形状都相同的几部分，相当于构造了几个相同的抽屉。
　　这种问题的图形分割方法往往并不唯一，对于这个图形，你还能想出别的分割方法吗？下面给出另外两种分割方法。
　　[image: image192.png]



　　[例8]上体育课时，21名男、女学生排成3行7列的队形作操。老师是否总能从队形中划出一个长方形，使得站在这个长方形四个角上的学生或者都是男生，或者都是女生？如果能，请说明理由；如果不能，请举出实例。
　　[image: image193.png]



　　[分析]题目要求长方形四个角上的学生或者都是男生，或者都是女生，也就是需要考虑性别，而21名学生，两种性别，由21=2×10+1，至少有11人是同性别，再考虑这11名学生。
　　解：能。
　　因为21=2×10+1，所以这21个男、女学生中至少有11个是同性别（男生或女生）。现在考虑这11个同性别的学生。[视频课程集锦：http://zkikaoticn/shop/zxxhtm]
　　又因为11=3×3+2，这21名男、女学生排成3行，则这11个同性别的学生中至少有4个在一行。
　　1）若最多有4人在同一行，又因为11=4+4+3，恰好有一行有3人，两行都有4人，这两行的8人至少有2人在同一列，另一行的3人不管怎么站都出现四个角上的学生都是同性别的长方形。
　　2）若最多有5人在同一行，又11-5=6，另两行中至少有一行至少有3人，则类似于1）知这5+3=8人至少有2人在同一列，这时一样必出现四个角上的学生都是同性别的长方形。
　　3）若最多有6人在同一行，则其余11-6=5人中至少有3人在同一行，这时这两行中已经出现四个角上的学生都是同性别的长方形。
　　4）若有7人在同一行，其余11-7=4人至少有两人在同一行，必出现四个角上的学生都是同性别的长方形。
　　综合上面的分析得到，老师总能从队形中划出一个长方形，使得站在这个长方形四个角上的学生或者都是男生，或者都是女生。
　　[评注]这里首先利用到性别构造出男生、女生两个抽屉；再把3行当成3个抽屉；最后还用到枚举法，把各种情况一一列举加以说明。
　　总结
　　这一讲我们主要通过例题分析，运用抽屉原理解决一些数字问题或某些实际问题。运用抽屉原理解题，关键是构造适当的“抽屉”。而构造抽屉的方法灵活多样，需要具体分析题目特征，结合题目要求来构造。对于最多（或最少）的问题，不仅要构造出达到最大值（或最小值）的具体实例，还需利用抽屉原理说明多于（或少于）这个值时不符合题目要求。
　　作业
　　1、从1、2、3、4、5、6、7、8、9、10、11、12这12个数中，最多能选出几个数，使得在选出的数中，每一个数都不是另一个数的2倍？
　　解：将1至12这12个数如下分成6组：
　　（1、2、4、8）；（3、6、12）；（5、10）；（7）；（9）；（11）。
　　第一组中最多可以选出2个无2倍关系的数；
　　第二组中最多也可以选出2个无2倍关系的数；
　　第三组中最多可以选出1个无2倍关系的数；
　　其余三组都可以全部取出。
　　因此一共可以选出2+2+1+1+1+1=8个数，使得每一个数都不是另一个数的2倍。
若随便选出9个数，由于后四组数最多可以选出4个数，则前两组数至少应选出9-4=5个数，因此，至少有一组要选出3个数或3个以上的数，这3个数中至少有两个成2倍的关系。
　　2、证明：任给12个不同的两位数，其中一定存在着这样的两个数，它们的差是个位与十位数字相同的两位数。
　　证明：将这12个数按被11除得到的余数分类，可分为余0、余1、余2、…、余10共11组，即11个抽屉。
　　由抽屉原理知：这12个数中必至少有两个数在同一组数中，这两个数被7除的余数相同，因此，它们的差是11的倍数。
　　3、某班有16名学生，每个月教师把学生分成两个小组。问最少要经过几个月，才能使该班的任意两个学生总有某个月份是分在不同的小组里？
　　解：经过第一个月，把16名学生分成两个小组，至少有8名同学分在同一小组里。下面只考虑这8名学生。
　　经过第二个月，把这8名学生分成两个小组，至少有4名同学分在同一小组里。下面只考虑这4名学生。
　　经过第三个月，把这4名学生分成两个小组，至少有2名同学分在同一小组里。这说明只经过3个月是无法满足题目要求的。
　　再考虑这2名同学，经过第四个月，这两名同学可以分在两个组中。
　　实际上，如果经过第四个月，如果每个月都把一直保持在同组的学生一分为二，放入两个组，那么第一个月保持同组的人数为16÷2=8人，第二个月保持同组的人数为8÷2=4人，第三个月保持同组的人数为4÷2=2人，第四个月保持同组的人数为2÷2=1人。因此照此分法，经过四个月，就不会有两个人总在同一组中。
　　所以至少经过4个月，才能使该班的任意两个学生总有某个月是分在不同的小组里。
　　在这一讲中，我们将回顾这些年来所学过的数字谜问题，总结解决数字谜问题常用的方法，帮助大家复习数字谜问题的知识。
　　教学内容安排
　　通过实例讲授数字谜问题各种类型的题目，其中包括竖式问题；横式问题；算符、括与算式问题；幻方与数阵图问题。每一类问题都将选取2道最具代表性的例题，说明解决这类问题所常用的方法。
　　[例1]在图中竖式的方框内填入4—9中恰当的数字，使得算式成立。并且算式中第一个加数的各位数字互不相同，组成它的4个数字与组成第二个加数的4个数字相同，只是排列顺序不同。
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　　[分析]可以从末位，已知数字，进位，首位这几个方面来寻找突破口。
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　　解：由分析，原来算式只可能是__________________________或者__________________________。
　　[评注]解数字谜竖式问题的一般思路就是先寻找突破口，然后再分情况讨论。
　　本题利用了解数字谜竖式时常用的一些寻找突破口的方法，比如从首位入手，从末位入手，从进位入手，从已知数字入手等。寻找到突破口后，利用了“树形图”来分情况讨论，最终找到题目的案。
　　[例2]完成右图中的算式，其中奇代表奇数，偶代表偶数。
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　　[分析]在上面这个比较复杂的竖式中，实际上包含了两个简单的乘法算式和一个加法算式：
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　　解：由分析，原来算式只可能是___________________________________。经过验算知原来的算式应为________________。
　　[评注]本题利用了在解数字谜乘法竖式时常用的数值估算的方法，此外尾数分析的方法在解乘法竖式时也经常会被用到。当处理比较复杂的乘法竖式或者除法竖式时，一定要分别观察竖式中隐含的几个简单的乘法或者加减法算式的突破口，然后将这些突破口综合起来一起分析，从而找到原来复杂竖式的突破口。
　　[例3]在下面的算式中，每一个字母代表0—9中的一个数字，不同的字母代表不同的数字，求这三个算式的结果相加可能等于多少？
　　A+B=C；D+E=F；G×H=IJ。
　　[分析]由于在上面的三个算式中一共出现了10个字母，而不同的字母又代表不同的数字，因此0—9这10个数字都必须填入上面的算式中，并且每个数字只能用一次。通过观察，0只能填入乘法算式积的个位中，因此我们可以把这个乘法算式作为问题的突破口。
　　解：由分析，G×H=IJ只可能是___________________________________。[视频课程集锦：http://zkikaoticn/shop/zxxhtm]
　　若G×H=IJ是_______________，于是A+B+C+D+E+F=_____。又由于A+B+D+E=C+F，所以A+B+D+E=C+F=__________________，而这是不可能的。
　　若G×H=IJ是_______________，于是A+B+C+D+E+F=_____。又由于A+B+D+E=C+F，所以A+B+D+E=C+F=__________________。不难看出C和F分别为____________，两个加法算式分别为_____________________________。
　　若G×H=IJ是_______________，于是A+B+C+D+E+F=_____。由前所述，这是不符合题意的。
　　若G×H=IJ是_______________，于是A+B+C+D+E+F=_____。又由于A+B+D+E=C+F，所以A+B+D+E=C+F=__________________。此时，还剩下1，2，3，6，7，9这6个数字没有用，但是任意挑出两个数字都无法使得它们的和等于14，因此这种情况也不符合题意。
　　综上所述，三个算式结果的和应该等于___________________。
　　[例4]在下面的算式中，每一个字母代表1—9中的一个数字，不同的字母代表不同的数字，求EFG可能是多少？
　　A÷B=C÷D=EFG÷HI。
　　[分析]可以将上面三个除法算式的结果作为突破口。
　　解：若A÷B=C÷D=EFG÷HI=2，于是E=_____，A÷B=C÷D只可能是________________________。
　　若A÷B=C÷D为8÷4=6÷3，此时还剩下数字____________，显然，G=____。由于F等于5，7或9都无法使得算式成立，所以这种情况不可能。
　　若A÷B=C÷D为6÷3=4÷2，此时还剩下数字____________。显然，G=____，此时当F等于5时EFG÷HI =158÷79=2能使算式成立，所以在这种情况下EFG=158。
　　若A÷B=C÷D=EFG÷HI=3，A÷B=C÷D只可能是________________________。
　　若A÷B=C÷D为9÷3=6÷2，此时还剩下数字____________。显然，E=____，并且由能够被3整除的数的性质，F+G=_____________________。不难看出F+G只可能等于_________________，而____________________，所以此时EFG=174。
　　若A÷B=C÷D为6÷2=3÷1，此时还剩下数字____________。显然，E<____，所以这种情况不可能。
　　若A÷B=C÷D=EFG÷HI=4，A÷B=C÷D只可能是__________________。此时还剩下数字____________，显然，E=____，G=____。由于F等于5，7或9都无法使得算式成立，所以这种情况不可能。
　　A÷B=C÷D=EFG÷HI的结果不可能更大了。
　　综上所述，EFG可能是___________________。
　　[评注]前面两道例题是数字谜问题中的横式问题，它们分别利用了从某个特殊算式入手，以及从算式的结果入手来解题。这两种方法也是解横式问题时非常典型的方法。此外，尾数分析，数值估算在解横式问题时也经常用到，比如这道题目：
　　1□97×25948=□99□×25961
　　在上面的每一个方框中填入一个数字使得等式成立，求方框中所填数字之和。
　　[例5]在下列各式的等左端数字的空隙中适当填上符 +、-、×、÷、（）使等式成立（可以不填）：
　　1　2　3　4　5　4　3　2　1 = 1992；　1　2　3　4　5　4　3　2　1 = 2000
　　[分析]这道题目可以利用“凑数法”来做，先利用一部分数字，填入一些符，使得所凑得的结果离题目的要求比较接近，然后再用剩下的数字进行调整。
　　解：
　　1　2　3　4　5　4　3　21 = 1992
　　1　2　3　4　5　4　3　21 = 2000
　　1　2　3　4　5　4　3　21 = 1992
　　[例6]在下列各式的等左端数字的空隙中适当填上符 +、-、×、÷、（）使等式成立：
　　1　2　3　4　5 = 6；　9　9　9　9　9 = 17
　　[分析]由于本题中右端的结果比较小，因此可以利用“倒推法”来做。
　　解：
　　1　2　3　4　5 = 6
　　9　9　9　9　9 = 17
　　[评注]前面两道例题是数字谜问题中填算符的问题，它们分别利用了凑数法和倒推法来解题。这两种方法是解填算符问题时非常典型的方法。
　　当遇到右端数字较大时，我们可以先利用凑数法凑出一个离结果比较接近的数字，然后再进行调整。当右端数字较小时，我们可以直接利用倒推法求出题目的案。
　　[例7]下面的方阵是一个3阶的幻方，即3行，3列以及2条对角线上的3个数字的和都相等。请你把所缺的数字补齐。
　　[image: image199.png]10





　　[分析]本题显然要利用到3阶幻方的有关性质，利用这些性质问题就迎刃而解了。
　　[image: image200.png]10





　　解：略。
　　[image: image201.png]



　　[评注]本题利用了3阶幻方常用的性质：下面所有的3阶幻方中均有A+B=2×C。
　　另外，3阶幻方还有一条重要的性质：幻和等于中心数字的3倍。请同学们仔细考虑一下，为什么会有这两条性质呢？
　　[例8]将1—9填入下面的“〇”中，使得每条直线上以及每个圆圈上的3个数之和都相等。
　　[image: image202.png]



　　[分析]解数阵图一个非常关键的步骤就是求幻和是多少。观察幻和与所给的所有数字总和之间的关系是求幻和的主要方法，通常将图中所有的幻和相加去寻找这个关系，从而求出幻和是多少。
　　[image: image203.png]



　　解：图中一共有6个幻和，将这6个幻和相加得到的和等于将图中的9个数字每个都加两遍得到的和。于是有这样的关系式：
　　6倍幻和=2×(1+2+3+4+5+6+7+8+9)，于是幻和就应该等于15。
　　对于1，只可能是1+5+9=15或1+6+8=15；对于9，只可能是9+1+5=15或9+2+4=15；由此出发，不难完成数阵图的填写。
　　[评注]本题利用了解数阵图最常用的方法：先观察幻和与所有数字之和之间的关系，从而求出幻和。上个例题中有关3阶幻方的性质都可利用这个方法来证明。求出幻和后先完成特殊位置或者特殊数字的填写，再完成其它数字的填写。
　　总结
　　通过这次课程，大家复习了曾经学过的几类数字谜问题，我们再总结一下数字谜问题的解题的方法。
　　竖式问题：从首末位，进位，已知数字，位数入手寻找突破口，或者利用尾数分析，数值估算等方法，找到突破口后再分情况讨论。
　　横式问题：从某个特殊算式或算式的结果入手寻找突破口。还可以将横式问题转化成竖式问题来做。
　　填算符问题：利用“凑数法”和“倒推法”。
幻方与数阵图问题：观察幻和与所有数字之和的关系从而求出幻和，或者利用幻方的性质来解题。
　　作业
　　1．在图1填入适当的数字，使得算式成立，你一共可以得到多少种案？
　　[image: image204.png]



　　解：以被乘数的首位作为突破口，被乘数的首位一定为3，从而乘数的个位一定为1，最后再确定被乘数的十位。一共可以得到两组案，分别为305×41=12505和315×41=12915。
　　2．在下面的算式中，每一个字母代表1—9中的一个数字，不同的字母代表不同的数字，求这三个算式？
　　 AB÷C = DE÷F = GH÷I
　　解：以算式的结果作为突破口，分别讨论上面算式的结果等于2，3，4，5，6，7，8，9。最后可得两组案：21÷3 = 49÷7 = 56÷8 和27÷3 = 54÷6 = 81÷9。
　　3．将+、-、×、÷、（）填入下式等左边（每两个数之间都要有符），使得等式成立。1　3　5　7　9　2　4　6　8 = 0
　　解：有多种案，计算结果为0就可以。例如：
　　1 × (3 + 5 + 7 - 9 - 2 - 4) × 6 × 8 = 0
　　4．在图2中所示的3×3方格表中的每个空格内填一个数（其中7已经填好），使得每行、每列中各数的和均为22，且图中画出的每条直线所穿过的方格中各个数字之和等于线旁所标的值。那么图中最大数与最小数的乘积是多少？
　　[image: image205.png]



　　[image: image206.png]



　　解：将图中三条线上的数字加在一起等于86，这个和还可以看成是数阵图中的9个数字的和再加上2倍中心数字。显然，数阵图中9个数字的和等于22×3=66，从而中心数字等于10。由此出发，不难完成这个数阵图（如图3）。因此图中最大数与最小数的乘积是36。
　　今天这一讲分为两部分内容，一是利用“裂项抵消”的技巧进行长分式的求和；二是进行不同分式之间的比较与排序，以及对分式结果进行估算。
　　教学内容安排：本讲9道例题，先研究典型的分数裂项形式，再研究常用的比较与估值的方法；
　　涉及知识点
　　1）裂项基础：[image: image207.png]


；
　　2）交叉相乘：[image: image208.png]o | &

sl o
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；
　　3）夹分数法：如果[image: image209.png]


，则[image: image210.png]


。
　　4）常用口诀：两个数和相同，差越小，积越大；
　　　　　　　　 两个数积相同，差越小，和越小；
　　[例1]计算：[image: image211.png]L L L L L
.

{7 9%3 3xd 9809 99100




=______；
　　分析/解：这是一个标准裂项式，但是如果没有学过裂项方法我们会怎么想呢？
　　大家会想到分数求和需要“通分”，“通分”还分有整体通分和局部通分，对这道题目而言，整体通分的可能性很小，倒是可以尝试一下局部通分：
　　[image: image212.png]1 1 1 1 1
.
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　　看来利用逐次通分的方法，可以找到运算结果随项数变化的规律，那么为什么会出现这种规律呢？下面就给大家介绍分数裂项的技巧：
　　[image: image213.png]1 1 1 1 1
.
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　　[评注]分数裂项的想法来自于分数的加减法，在计算[image: image214.png]


的时候，经过通分可以写成[image: image215.png]


，从而得到[image: image216.png]


，在分数裂项中是将这个运算进行了倒推。
　　这样，我们就总结出一条规律：[image: image217.png]



　　进而可以推广成：[image: image218.png]1
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　　此外，请大家记住2、6、12、20、30、42、56、72、90、…这串数，和它们相关的数作为分母，很可能会使用裂项技巧。
　　[例2]计算：[image: image219.png]w243 39 539 83 1l
e e
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=______；
　　分析/解：通过观察可以看出一些规律：
　　1）分子都比分母小1；
　　2）分母都分别是2、6、12、20、30、42、56的2倍；
　　前面讲到如果分子是1，分母是2、6、12、20、30、42、56…，就可以利用裂项的方法巧算，看来需要改造题目的形式了：
　　[image: image220.png]1123 3% 53 83 111
e T T T

4 12 24 40 60 34 112




　　[评注]“分数裂项”的题目经常以“伪装”的形式出现，只要大家仔细观察分子与分母关系，以及分母和基本裂项式分母的关系，就可以通过变形找到可以裂项的形式。
　　[例3]计算：[image: image221.png]


=______；
　　分析/解：根据前面的经验知道，要通过观察揭穿题目的伪装。但是这道题目伪装得太厉害了。算式中分子和分母的差异不明显，而且分母根本不是两个数相乘呀？
　　[image: image222.png]



　　[评注]这里有几条值得注意的事情：
　　1）从不是乘积形式的分母变出乘积形式的分母，是使用“分数裂项”技巧的必要手段；
　　2）作分数裂项的题目要敢想敢试，并不断的积累经验，才能越做越顺手；
　　3）裂项不仅仅限于前后抵消，凑整一样是可以简化运算的。
　　[例4]计算：[image: image223.png]1 1 1 1
+ + -
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=______；
　　分析/解：和前面的裂项式相比，这个裂项式的分母虽然是乘积形式，可它是三个数相乘，该从哪里裂开呢？
　　裂项法讲究裂开后的各项能够“前后衔接”，那么1×2×3与2×3×4能够衔接的部分是“2×3”，因此可以试着把[image: image224.png]Iy 7x3



写成[image: image225.png]


，把[image: image226.png]2 3xd



写成[image: image227.png]


。
　　这样裂开对不对呢？我们来验证一下：
　　因此，[image: image228.png]L L L L
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　　=
　　[评注]对于希望使用“分数裂项”的题目，大家要敢于猜想裂项后的形式，但是原则要明确，裂项的目的是为了能够前后抵消或凑整。在写成裂项的形式后，要进行验算，往往裂项形式正确，但最后还要乘以或除以某个数。
　　[例5]比较大小：1）[image: image229.png]a4
445



与[image: image230.png]>4
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；2）[image: image231.png]L
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与[image: image232.png]b
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；
　　分析/解：比较大小的基本原则是：
　　a）同分母，比分子，分子越大数越大；
　　b）同分子，比分母，分母越小数越大；
　　c）分子不动，乘以对方分母(交叉相乘)，乘积越大数越大；
　　有了这些基本原则，看看如何具体的应用：
　　1）[image: image233.png]4]
445



　　　　[image: image234.png]554
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　　2）[image: image235.png]i
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　　　[image: image236.png]b
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；
　　[评注]通过应用可以发现在分数比较大小的过程中，通分是最基本的比较原则。
　　“交叉相乘”、比“倒数”、比“补数”、“同时扩大或缩小”、“夹数法”都是在通分比较的基础之上产生的技巧。希望大家能够灵活掌握。
　　[例6]1）已知[image: image237.png]L2
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，那么括里可以填那些整数？
　　2）请写出5个最简分数，使得它们都介于[image: image238.png]
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之间；
　　分析/解：
　　1）[image: image240.png]L2
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　　2）[image: image241.png]


　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 [image: image242.png]-] |




　　[评注]“交叉相乘”的本质虽然就是通分，但是要比通分更易使用。
　　“夹分数”的技巧使得解题非常轻松，希望同学们能好好掌握。
　　[例7]算式“135792468÷246813579”计算结果小数点后前三位数字是多少？
　　分析/解：如果直接进行运算肯定是可以得到案的，但是由于除数较大，竖式运算的过程比较复杂。那么能否“大概其”的算算呢？能否算得比较准确呢？
　　1）如果只计算135792468÷246800000，会和实际结果相差多少呢？
　　由于[image: image243.png]135792468 _ 135792468 | 13579MGxIBT . 1 _ 001
246300000 246313573 246300000 % 246813579 10000





　　因此，这样算出的结果会和实际结果相差得非常小，那么我们就来算算看：
　　[评注]这种估算法的优点在于可以通过比原来简单的运算得到比较准确的结果，如果想估计小数点后的前三位数字，看除数的前四位就比较保险。但是否绝对保险呢？
　　请同学们自己算一下123456789÷987654321计算结果小数点后的前三位数字。
　　[例8]算式“[image: image244.png][ 1
—
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”计算结果的整数部分是多少？
　　分析/解：[视频课程集锦：http://zkikaoticn/shop/zxxhtm]
　　如果知道结果是多少就可以写出整数部分了，但是直接计算这个分式几乎不可能。观察算式的分母，10个分数相差无几，如果都相同就好算多了。于是：
　　把分母中的分数全看作[image: image245.png]


，则分式结果变小，为：
　　把分母中的分数全看作[image: image246.png]


，则分式结果变大，为：
　　因此，______<[image: image247.png][ 1
—
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<______，整数部分为______；
　　[评注]估计整数部分是一种常见的题目，“放缩法”又是这类问题的常用方法。
　　注意在估计整数部分使用放缩法时必须把数值估计到一个整数部分相同的范围里，例如：11到16之间，大于10不到11…都可以，但是如果估计到19到201之间，虽然范围很小，但是无法说明整数部分是1还是2。
　　[例9]算式“[image: image248.png]


”计算结果的整数部分是多少？
　　分析/解：
　　如果用放缩法，把所有的数都看成[image: image249.png]


或者1，则计算结果的范围在1到10之间，这个范围太大了，失去了估算的意义。
　　题目的算式虽然不易整体通分运算，但是有一部分分数之间还是比较容易计算的，例如：
　　看来只需要估算一下“[image: image250.png]


”就可以了：
　　因此，[image: image251.png]


的整数部分为______；
　　[评注]在估算问题中，不要一味的作估算，而忘记了具体计算，通过一些具体的计算可以简化估算的形式，还能提高估算的准确性。
　　同学们顺便算一下[image: image252.png]1 1



的整数部分是多少。
　　总结
　　通过今天的课程大家学到了：
　　1）分数裂项的产生、技巧的应用；
　　2）分数比较的基本原则以及各种简化的技巧；
　　3）估算复杂算式计算结果或整数部分的方法、技巧与注意事项；
　　作业
　　1计算：[image: image253.png]1 1 1 1 1
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=________；
　　2比较大小：1）[image: image254.png]348
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、[image: image255.png]


、[image: image256.png]1339
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、[image: image257.png]


；
　　　　　　　2）[image: image258.png]


与1；
　　3[image: image259.png][
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，那么S的整数部分为_______；
　　同学们，大家好！
　　真高兴，我们又见面了！已经是新的一年了，先祝各位同学们身体健康，学习进步！再祝你们的家长工作顺利，心想事成！最后还祝愿我们的祖国在新的一年里越来越繁荣、富强！
　　数论不仅在小学数学中占有很重要的地位，而且在中学数学甚至大学数学中都占有重要的地位！我是学生的时候，我非常喜欢做数论方面的问题；我是老师的时候，我很喜欢讲数论方面的问题，这都是因为数论中的一些思想是非常非常漂亮的，有一种赏心悦目的感觉！
　　[例1]有一种三位数，它是一个完全平方数，它的每一个数字也是不为0的完全平方数，那么这样的三位数有多少个？
　　[分析]所有三位数中，是完全平方数的并不是特别多，再考虑到题目中的条件十分“苛刻”，于是容易想到“枚举法”。
　　解：因为百位数字是完全平方数，所以只能是1、4、9。
　　百位是1的平方数有100、121、144、169、196，只有144满足条件；
　　百位是4的平方数有400、441、484，只有441满足条件；
　　百位是9的平方数有900、961，没有满足条件的。
　　综上所述，这样的三位数有2个。
　　[评注]在判断出范围并不是很大时，就会想到枚举法，这也是一个很关键的数学思想。另外，同学们帮我想一想，为什么我们在枚举时，百位数字越大，平方数就越少呢？
　　[例2]一个三位数是13的倍数，并且它的数字和也是13的倍数，求这个三位数的最小值。
　　[分析]这个题求的是一个三位数，而且要求尽量小，所以这个数不会很大，那是不是用枚举法也可以做呢？当然是这样，不过这个方法留给大家自己做，因为比较简单，我们还是介绍另一种方法吧！
　　解：假设这个三位数是abc，那它的数字和就是a+b+c，它本身可以用100a +10b +c来表示，它们都是13的倍数，那么它们的差也是13的倍数，即(100a +10b +c) - (a +b+c)=99a +9b=9(11a +b)是13的倍数，所以(11a +b)是13的倍数。
　　当a =1时，b只能是2，而此时c只能是10，这是不可能的；
　　当a =2时，b只能是4，而此时c只能是7。
　　所以这样的三位数最小是247。
　　[评注]对于这样的问题，做完后检查一遍是必须的，我觉得会检查的同学也比较会学习！另外，这个题后来也用到了一点枚举的思想，和一上来就枚举不同的是，它首先做了一个有关整除的分析，然后再进行枚举，这样显然减少了计算量。
　　[例3]2004，2024，2044同时减去一个四位数后得到3个质数，求出所有满足条件的四位数。
　　[分析]一个一个去实验？那可不是个好方法，找找规律吧！比如先随便减一个四位数，当然不能是偶数，否则得到3个偶数一定不能都是质数。就先减一个1977吧，得到的3个数是27、47、67，真可惜！有个27，再减一个1993吧，得到的3个数是11、31、51，好象可以可吧？不对，51不是质数！
　　虽然没有成功，但至少我们找到了几个规律：第一减去的四位数一定是奇数，其次，得到的3个数构成一个公差为20的等差数列。
　　解：2004，2024，2044除以3的余数分别是0、1、2，所以它们减去同一个数后，除以3的余数依然互不相同，也就是说必然有一个数是3的倍数！
　　在3的倍数中，质数显然只有3这一个，所以满足条件的四位数只能是2004 -3 = 2001。
　　[评注]对于很多问题，我们都应该先进行试验，然后作出一些总结。并不是每个题都能一眼看出方法的，所以我们需要锻炼自己很多方面的能力，观察、总结在数学学习中必不可少的！
　　[例4]求77777778888888822666666除以24的余数。
　　[分析]前面的数很大，一共是7个7、8个8、2个2、6个6，如果用竖式来做除法，计算量是很大的，我们能不能找一些其他的方法呢？24是3和8的倍数，我们能不能拿前面那个数先除以3和8呢？
　　解：
　　先计算77777778888888822666666除以3的余数，它的数字和为7 × 7 + 8 × 8 + 2 × 2+6×6=153=3×51，说明这个数是3的倍数；
　　然后再计算77777778888888822666666除以8的余数，只需要看末3位即可，666除以8是余2的。
　　所以77777778888888822666666是一个除以8余2，除以3余0的一个数，而除以8余2，除以3余0的数中，最小的一个是18，所以它除以24的余数就是18。
　　[评注]有时数大不好算的时候，我们可以先把问题简单化，这个问题就是这方面的典型问题！
　　[例5]78□□26ab是一个八位数，无论方框怎么填，这个数都不是101的倍数，那么a和b分别等于多少？
　　[分析]101这个数似乎大了一点，不象11或其他一位数那么好判断。101×11=1111，101×99=9999，如果我们把78□□26ab这个八位数看成两个四位数是什么样子呢？
　　解： 78□□26ab =78□□0000+26ab =78□□×10000+26ab，而9999是101的倍数，即10000除以101是余1的，那么78□□26ab这个八位数除以101的余数就是78□□与26ab的和。
　　78□□+26ab =10400 +□□+ab，它除以101的余数相当于300+□□+ab除以101的余数，还等于□□+ab -3除以101的余数，显然只有当a、b分别是0、4时，无论方框怎么填，原数都不是101的倍数。
　　[评注]首先101和11有类似的地方，我们可以发现一些规律，其次不断的简化问题也是我们常用的手段之一。
　　[例6]一个数去除64，128，192，256这4个数，都有余数，且余数的和为52，求出这个数的所有可能值。
　　[分析]余数和为52，我们干脆把这个问题中64、128、192、256看成是水果的个数，除数看成小朋友的个数，那这个题就变成了把4堆水果分给若干个小朋友，最后还剩下52个水果。这样就不难发现，用水果的总数减去剩下的水果总数，得到的结果应该是小朋友个数的整数倍。
　　解： 64 +128 +192+256-52=588，588 = 2×2×3×7×7。这说明除数是588的约数。
　　另外，这个数不能小于14，否则每个余数都小于13，和就不可能是52了；而且这个数不能比64大，否则64除以它的于是就只能是64，也不可能让余数的和为52。
　　经过上面的分析，“嫌犯”就只能是14、21、28、42、49这几个数。14显然不可能，如果是21，则4个余数分别是1、2、3、4，也不对；如果是28，4个余数分别是8、16、24、4，可以；如果是42，4个余数分别是22、2、24、4，也可以；如果是49，4个余数分别是15、30、45、11，不对。
　　所以这样的数可能是28或42。
　　[评注]对于有的数学问题，我们可以把它类比为其他方面的问题，把一种问题用另一种形式表达出来，然后再去思考，你会觉得有意思的多。数学从来都不是枯燥的科学！
　　[例7]一个等差数列的连续7项都是质数，那么这个等差数列的公差最小是多少？
　　[分析]
　　解：
　　[评注]
　　[例8]已知382=1444，像1444这样能表示为某个自然数的平方，并且末3位数字为不等于0的相同数字，我们就定义为“好数”。
　　1) 请再找出一个“好数”；
　　2) 讨论所有“好数”的个位数字可能是多少；
　　[分析]
　　解：
　　[评注]
　　总结
　　不记得以前是否给同学们说过，我觉得一个人想把数学学好，有两个方面的内容很关键，其中之一就是数论，它需要很强的分析能力和逻辑判断能力，另一个方面就是计数，它需要看问题非常全面、仔细。
　　作业
　　1、求[image: image260.png]o004 ~7



除以104的余数。
　　2、在例8中，如果有一个“好数”的末4位数字都相等，我们就称之为“超好数”。请找出一个“超好数”，或者证明不存在“超好数”。
　　在这一讲中，将给大家讲授比例在直线形面积计算中的应用，主要的涉及对象是“梯形”和“带有交叉线的四边形”。
　　首先给大家介绍一个等比的性质：
　　已知a、b、c、d均为非零自然数，如果分数[image: image261.png]
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相等，则有：
　　[image: image263.png]ate
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（b>d，a>c）
　　这个性质很好证明，有兴趣的同学可以自己试试。
　　再介绍一些关于梯形的性质：
　　[image: image265.png]



　　当连出梯形的两条对角线后，形成了四个三角形，其中
　　1）“两翼相等”；
　　2）“相邻（有公共边）三角形的面积比（小比大）等于上下底之比”；
　　[例1]图中正方形ABCD的边长为8，梯形AEBD的两条对角线交于点O，△AOE的面积比△BOD的面积小20，则AE:BD=___:___。
　　[image: image266.png]



　　分析/解：题目虽然给出了△AOE与△BOD的面积差，但由于△AOE与△BOD只有一“点”相连，因此它们的面积关系并不易观察。
　　题目要问的实际上是梯形AEBD的“上底:下底”，那么这里就要巧妙的利用梯形的性质来解题了。
　　[image: image267.png]



　　由于梯形的“两翼”面积相等，通过图中表示可以看出△AEB与△ABD面积相差20，△ABD面积是正方形面积的一半，即8×8÷2=32，因此△AEB的面积是32-20=12。
　　△AEB与△ABD可以看成分别以“梯形的上、下底”为底，“梯形的高”为高，等高不等底，面积的比就是底的比，因此AE:BD=12:32=3:8。
　　[评注]在这道题目中大家应该学到的思想有二：
　　1）两个未知量进行大小比较，给它们分别添加（减少）一个“公共的部分”或“相同的部分”，差不变。这个想法可以使不易看出的关系明朗化。[视频课程集锦：http://zkikaoticn/shop/zxxhtm]
　　2）梯形中连出对角线后，形成三角形的基本比例关系。
　　[image: image268.png]



　　[例2]梯形ABCD中，下底BC的长度是上底AD长的2倍，已知△ABO的面积为6，那么梯形ABCD的面积是_______；
　　[image: image269.png]X




　　分析/解：由于梯形的“两翼”面积相等，△ABO是梯形ABCD“两翼”中的“一翼”，因此易知△COD的面积也是6。
　　关键是△AOD和△BOC的面积如何求。
　　[image: image270.png]b




　　因此，这四个三角形中相邻两块的面积比就是梯形的“上、下底之比”，因此△AOD的面积为6÷2=3，△BOC的面积为6×2=12。
　　梯形ABCD的面积为3+6+6+12=27。
　　[评注]在这道题目中对梯形中连出对角线后，形成三角形的比例关系有了进一步的了解，这都归功于“等比原理”，请大家记住“梯形对角线分出的四个三角形之间相邻（有公共边）的三角形面积比（小比大）即为梯形上下底之比”。
　　[例3]在长方形ABCD中，△ABF面积是36，其中BF长8，FD长12，那么四边形CDFE的面积是_______；
　　[image: image271.png]



　　分析/解：如果把BF作为△ABF的底，FD作为△ADF的底，则因此△ABF与△ADF的高相等，面积比等于底的比。
　　由于BF:FD=8:12=2:3，因此：
　　△ADF的面积为36÷2×3=54；
　　△ABD的面积为36+54=90，△BCD的面积也为90。
　　[image: image272.png]



　　要想求出四边形CDFE的面积，关键就在于把△BEF从△BCD中减去。
　　[image: image273.png]



　　从“梯形对角线分出的四个三角形之间面积关系”中看出：△BEF与△ABF的面积比也是2:3，△BEF的面积为36÷3×2=24。
　　因此，四边形CDFE的面积为90-24=66。
　　[评注]这道题目没有直接给出梯形，我们是从两条交叉线的四个端点构造了一个梯形，从而非常轻松的利用了梯形的性质。
　　[例4]如图，在△ABC中，AD=2DC，BE=2EC，那么△ABO的面积占△ABC面积的____分之____；
　　[image: image274.png]DN




　　分析/解：这道题目也没有给出梯形，这里却要用梯形的性质来解决它，看看我们如何构造一个梯形。
　　点D、E均处于所在边的三分点处，连接DE后，就有DE与AB平行，这样一来四边形DABE就是一个梯形，且DE:AB=1:3。
　　[image: image275.png]



　　通过标数的方法可以看出，△ABC共分为1+3+3+9+2=18份，△ABO占9份。
　　因此，△ABO的面积占△ABC面积的二分之一。
　　[评注]这里我们用到的平行线与等比之间的关系，在初中被称作“相似比”，而我们完全可以利用小学阶段的初等比例方法把它解决，不过这需要不断变化观察角度，熟练掌握三角形等积变换性质。
　　[例5]图中四边形ABCD的对角线AC和BD交于O点，若△ABD的面积为3，△ABC的面积为5，△BCD的面积为10，那么△BOC的面积为______；
　　[image: image276.png]



　　分析/解：首先这不是一道梯形的题目了，但是这两条对角线给我们一种很熟悉的感觉，如何利用好它们解题呢？
　　先把条件辨别清楚：
　　[image: image277.png]B




　　如果能够弄清△BOC的面积占△ABC的面积的几分之几，问题就好办了，因此我们把目光集中在AO:OC上。
　　由等比的性质：[image: image278.png]AC _ Samo _ Saso _ Samot Saswo _ Saww _ 3
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；
　　因此，[image: image279.png]
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。
　　[评注]这道题目充分利用了等比的性质，把问题转化成了一道“和倍问题”，即：已知两个三角形的面积和，与面积的倍数关系（比例关系），求其中一个三角形的面积。
　　经常有同学算出一个错误案“4”（如图），你知道他错在哪里吗？
　　[image: image282.png]



　　[例6]图中三角形ABC的BC边上有一点D，AD上有一点O，△ABO的面积为12，△ACO的面积为8，△BOC的面积为30，那么△BOD面积为______；[视频课程集锦：http://zkikaoticn/shop/zxxhtm]
　　[image: image283.png]



　　分析/解：为了弄清三角形之间的关系，先把条件辨别清楚：
　　[image: image284.png]



　　想求△BOD的面积，只需要知道△BOD面积占△BOC面积的几分之几，因此我们需要知道△BOD与△COD的面积比，即BD: DC。
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；
　　因此，[image: image286.png]5, aBoD
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，△BOD面积占△BOC面积的[image: image287.png]
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。
　　[评注]在等比的性质的应用中，除了可以利用“和”，也可以利用“差”，它们的本质是一样的。
　　同样大家也可以看出，其实这些带有交叉线的图形，它们的本质也是一样的
　　[image: image289.png]



　　总结
　　通过今天的学习，大家首先对梯形有了一个更深刻的认识，如：当对角线连出后“两翼的面积关系”，“相邻三角形的面积关系”等。
　　对于一般的四边形连出对角线后，形成的三角形的面积关系，甚至是更特殊的交叉线的情况，我们也有了有效的解决方法。
　　当然这都要归功于“等比的性质”的应用，这是我们今后学习中的一个重要工具，它除了在直线形面积中的应用，还有很多其它的应用，希望同学们以后注意。
　　作业
　　1．梯形ABCD中，下底BC的长度是上底AD长的15倍，已知△AOD的面积为4，那么梯形ABCD的面积是_______。
　　[image: image290.png]}}




　　2．如图，平行四边形ABCD的面积是12，AE=2ED，AC与BE的交点为F，那么图中阴影部分面积是______。
　　[image: image291.png]



　　3．图中四边形ABCD的对角线AC和BD交于O点，若△ABC的面积为3，△ACD的面积为4，△BCD的面积为5，那么△AOD与△BOC的面积比为___:___。
　　[image: image292.png]



　　同学们，大家好！今天我们要学习的内容是数列与数表。关于数列，我想大家一定不会陌生吧，可能很多同学以前学习过等差数列，没有学的话也没有关系，我们还是先简单回顾一下等差数列吧。
　　比如1、2、3、4……和1、4、7、10……这样的数列就是等差数列，“等差”，顾名思义就是差相等的意思，即相邻两个数的差都相等，但是像1、2、3、2、3、4、3……这样的数列，虽然每相邻两项的差（大减小）都是1，却不叫做等差数列，大家想一想这是为什么呢？[视频课程集锦：http://zkikaoticn/shop/zxxhtm]
　　另外数列1、2、3、4……中，每相邻两个数的差是1，我们就说这个数列的公差都是1；同样在数列1、4、7、10……中，每相邻两个数的差都是3，我们就说这个数列的公差是3。
　　在任意一个等差数列中，如果我们知道了第一项和公差，那么我们就可以求出数列的任意一项，也能求出从某一项到另一项的和。
　　如果把第1项用a1表示，公差用d表示，那么我们就可以得到第n项的公式：
　　an=a1+(n-1)d或an=a1-(n-1)d
　　大家想一想，为什么会有两个公式呢？
　　根据上面的公式，还可以求出某个数在某等差数列中的位置，也就是第几项：
　　n=(an-a1)÷d+1或n=(a1-an)÷d+1
　　请同学们自己思考一下，如果根据上面的方法求出的n不是一个整数，这又说明什么呢？
　　另外，根据前面的公式，我们可以通过第1项和某一项求出等差数列的公差：
　　d=(an-a1)÷(n-1)或d=(a1-an)÷(n-1)
　　最后还有等差数列的求和公式，也就是从第1项到某一项的和：
　　Sn=(a1+an)×n÷2
　　当然还有一个更重要的求和公式，就是当等差数列的项数是奇数时，所有数的和等于中间数乘以项数。
　　好了，关于等差数列的复习就到这里，下面请大家学习新的知识，并学会运用这些武器。
　　[例1]计算：[image: image293.png]!
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　　[分析1]我们可以把除了1992以外的所有数分组，每两个数分在一起，就能很容易的计算出正确结果。
　　解1：将原式改变运算顺序得：
　　[image: image294.png]1j+ +[199n1—1991 lj
3 7 3




　　其中的括共有(1991-1)÷2+1=996个，而每个括对算式的“贡献”都是减去[image: image295.png]
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。
　　[分析2]我们还可以把整数部分算在一起，再把分数部分也算在一起，最后加起来得到最后的结果。
　　解2：除了1992外，剩下数的整数部分分别是0、1、2……1991，共1992项，其中，数前面是加和减的各占一半。
　　所以可将原算式改为：
　　[image: image297.png][ 1
(1952+ 014+ 23—+ 950~ 1990)+ 1992+ 2 = 1962 2~
\ 9





　　=1992-996+498-332=1162
　　[评注]在做一个比较简单的问题时，我们通常要考虑到多个解题办法，这样会使自己提高的更快。对于这个题，大家不妨再想一下，还有没有其他的办法？
　　[例2]如图1，将从1开始的所有自然数作一个排列，请问：
　　(1)从上数第11行、左数第2列的数是多少？
　　(2)7826在哪一行，哪一列？
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　　[分析]首先我们要找出这个数表的规律，第一行从左至右写了6个数，第二行从右至左写了6个数，从第三行开始重复或者说循环。这样的话，我们可以把每两行看作一个循环，也就是把6×2=12个数看成一个周期。
　　解：
　　(1) 首先，前10行一共有10×6=60个数。而第11行应该和第1行一样，数是从左往右依次增加的，所以我们可以求出第11行第2列的数应该是60+2=62。
　　(2) 因为我们以12为周期，所以我们可以先看看7826在哪个周期中，7826÷12=652……2，这说明7826是在第653个周期中的第2个数，652×2=1304，所以7826在第1305行，第2列。
　　[评注]其实这个数表问题很像一个以前学过的周期问题，最常见的周期问题是关于星期几的问题，那是以7为周期的问题，但今天这个题目的周期是12。所以我们可以发现，有的数表问题其实就是需要我们利用周期来解决问题。
　　[例3]一个等差数列的第1项是2001，还知道这个数列的前7项的和为10500，那么这个数列的第10项是多少？
　　[分析1]我们可以运用等差数列的求和公式，把第7项求出来，然后找到这个等差数列的公差，再求出题目最后所要的结果。
　　解1：设第7项为x，再根据Sn=(a1+an)×n÷2，可列方程得：
　　(2001+x)×7÷2=10500，
　　解这个方程得：x=999，
　　于是我们可以根据前面给出的公式，求出该数列的公差：
　　(2001-999)÷(7-1)=167，
　　所以第10项应该等于2001-167×(10-1)=498。
　　[分析2]我们可以运用等差数列的另一个求和公式，把前7项的中间项，也就是第4项求出来，而第4项与第1项的差等于3个公差，第10项与第4项差6个公差，这样我们就可以求出最后的结果了。
　　解2：第4项等于10500÷7=1500，那么公差的3倍就等于2001-1500 =501，公差的6倍就是501×2=1002，所以第10项等于1500-1002=498。
　　[评注]请大家对比一下上面的两种方法，不用我多说大家也知道哪一种方法更为简单。在一个不是很困难的问题面前，我们应该尽量养成找最好解题方法的习惯，这种习惯将为你以后的学习奠定良好的基础！！
　　[例4]如图2，将从1开始的所有自然数作一个排列，请问：
　　(1)从上数第7行、左数第8列的数是多少？
　　(2)264在哪一行，哪一列？
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　　[分析]：首先我们要找出这个数表的规律，第一列有1个数，第二列有2个数，第三列有3个数……我们可以把每一列数分为一个组，这样就比较方便了。对于第1小题，从上数第7行、左数第8列的数实际上就是第8列数从小到大排列的第7个数，如果我们能找出第8列数中最小的一个数，这个问题不就解决了吗？对于第2小题，我们首先要判断出264在第几组也就是第几列，然后找出这一组数中最小的一个数，然后就可以知道它在第几行了。
　　解：
　　(1) 第8列的第1个数为1+2+3+4+5+6+7+1=29，所以上数第7行、左数第8列的数等于29+7-1=35。
　　(2) 因为1+2+3+……+22=253<264<276=1+2+3+……+23，所以100应该在第23组，即第23列，这个组最小的一个数是1+2+3+……+22+1=254，而264-254=10，那就说明264在第11行。所以264在第11行、第23列。
　　[评注]在做数表这一类问题的时候，我们通常要先找到数表中所有数的排列规律，这样才能为我们下一步解题提供方便。
　　[例5]七根竹竿排成一行，第一根长1米，其余每根长都是前一根的一半。问：这七根竹竿的总长是多少米？
　　[分析]我们可以根据题目所给的条件，逐个把每根竹竿的长度求出来，然后求它们的和。
　　解：第1根长1米，所以剩下6根竹竿的长度依次为：
　　[image: image300.png]


、[image: image301.png]


、[image: image302.png]


、[image: image303.png]


、[image: image304.png]


、[image: image305.png]



　　所以这些竹竿的总长是1+[image: image306.png]


+[image: image307.png]


+[image: image308.png]


+[image: image309.png]


+[image: image310.png]


+[image: image311.png]
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米。
　　[评注]今天我们讲这个题的主要目的是介绍等比数列。像[image: image313.png]


、[image: image314.png]


、[image: image315.png]


……和1、3、9、27……这样的数列就是等比数列，我想大家一定已经观察出了这些数列的特点，“等比”的意思就是指相邻两项相除所得的商相同。
　　如果我们把等比数列的第1项用a1表示，公比用q表示，那么我们就可以得到第n项的公式：an=a1×qn-1；
　　另外还有等比数列的求和公式，也就是从第1项到某一项的和。
　　[image: image316.png]


或[image: image317.png]



　　下面我们还要一起看一下这个例题的计算过程：
　　先假设A=1+[image: image318.png]
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，于是有：
　　　　2A=2+1+[image: image324.png]


+[image: image325.png]


+[image: image326.png]


+[image: image327.png]
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，用下面的等式减去上面的等式得：
　　　　2A-A=(2+1+[image: image329.png]
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)-(1+[image: image333.png]
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)
　　　　=2-[image: image339.png]
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　　大家可以试着用等比数列的求和公式进行一下计算，另外还需要大家知道的是：上面的方法用来对付等比数列求和是非常有效的！
　　[例6]今要在圆圈上标一些数，第一次把圆周二等分，在两个分点上分别标1和2，如图3所示。第二次把两段半圆弧二等分，在这两个新分点上标的数等于该分点旁所标的两个数的和，即1+2=3，如图4所示。第三次把4段圆弧二等分，并在4个新的分点上标上相邻两个分点上所标的数的和，即1+3=4，2+3=5，如图5所示。如此继续下去，当第8次标完数的时候，圆周上所有已标数的总和是多少？
　　[image: image341.png]



　　[分析]我们可以从简单的入手，先计算出图3中的两个数的和为3，然后计算出图4中4个数的和为9，再计算出图5中8个数的和为27。于是我们发现了一个规律，就是这些数构成了一个公比为3的等比数列，下面我们要做的就是如何说明我们发现的规律是正确的。
　　解：每新标一次数的时候，增加的分点数恰好等于原来圆上的分点数。因为每个分点上的数都等于与原来它相邻的两个分点上的数的和，那这些新的分点上的数的和应该等于原来所有分点上数的和的2倍，也可以理解为原来分点上的每个数都为与它相邻的两个新分点各做了一次贡献。所以每标一次数后，总和就变成了原来的3倍，从而形成了一个等比数列：3、9、27、81……因为一共标了8次数，所以最后的总和就等于3×37=6561。
　　[评注]对于这样的问题，我们一般都需要从最简单的地方入手，慢慢的去发现它的规律。另外，作为一个五年级将要升入六年级的学生来说，我们必须学会证明的过程或者说解的过程，不要只猜想出正确的结果就觉得大功告成了！[视频课程集锦：http://zkikaoticn/shop/zxxhtm]
　　[例7]一串数排成一行，它们的规律是：前两个数都是1，从第三个开始，每个数都等于前面两个数的和，也就是1、1、2、3、5、8、13、21、34、55……问：这串数的前100个数中，有多少个除以3余1的？
　　[分析]显然我们不能把这个数列的前100个全算出来，再一个一个的去考察哪些数除以3余1。那我们就只能把每个数除以3的余数列出来，看能不能找到规律，以得到正确的结果。
　　解：把前面一些数除以3的余数都列出来，这样就得到了一个新数列：1、1、2、0、2、2、1、0、1、1……
　　由于每个数等于前面两个数的和，所以我们可以用同样的方法得到这个余数组成的数列。比如1+2=3，我们就把3看成0，当2+2=4时，我们就把4看成1，这样我们很快就发现了这个数列中每个数除以3的余数的规律。
　　通过上面列出的数列，不难看出每8个数是一个周期，每个周期中有3个1。因为100÷8=12……4，而每个周期的前4个数中有2个是1，所以前100个数中一共有12×3+2=38个1，也就是说原来题目中的那串数的前100个数里有38个数除以3余1。
　　[评注]可能很多同学都知道，题目中所出现的数列叫做“斐波那契”数列，它最早是由一位名叫斐波那契的数学家发明的。这个题目也告诉我们，在做很多数学题时，我们应该善于发现和总结一些规律。
　　[例8]已知有一串有规律的数：1、[image: image342.png]


、[image: image343.png]


、[image: image344.png]


、[image: image345.png]34
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……那么，在这串数中，从左往右数第10个数是多少？
　　[分析]这个题中分子、分母和上一个例题中的数是一样的，就是我们前面提到的“斐波那契”数列，所以我们可以通过这个规律把第10个数写出来。
　　解：我们把1看成[image: image346.png]


，这样组成这串分数的所有数就是：
　　1、1、2、3、5、8、13、21、34、55……
　　那左往右数第10个分数的分子应该是上面这个数列的第19项，分母是第20项。
　　把刚才的数列向后写，不难发现第19项是4181，第20项是6765，于是所求的分数等于[image: image347.png]4lsl
6765



。
　　[评注]“斐波那契”数列是一个很常见的数列，有很多围绕这个数列出的数学题，甚至到了高中，我们还会在课本上见到这个数列，所以希望各位同学提高对它的认识。
　　总结
　　今天我们复习了等差数列的一些公式，并学习了等比数列的概念及求和公式，另外还有求具有规律性数列中的项被某个整数除的余数的问题和一些有关数表的问题。
　　作业
　　1．计算：[image: image348.png]81427494 34 14—t b —
279 27 81



；
　　2．有一串数：1、2、4、7、11、16……规律是由1开始，加1、加2、加3……请问这串数的前50个数中，除以3余2的数有多少个？
　　3．如图6，将从1开始的所有自然数作一个排列，请问：
　　[image: image349.png]1
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　　(1)从上数第7行最中间的数是多少？
　　(2)108在哪一行？与它同一行的数中最大的一个数是多少？
　　今天这一讲将以“裂项式”和“等比数列”为例，给大家介绍数列求和中的“加减抵消”技巧。主要是利用“裂项”和“错项”的技巧在加减法算式中产生相同的数出现“一加一减”的情形，从而进行抵消。
　　大家要注意我们的观察与思考的角度，以及技巧使用的准则与变化，从而真正把这些技巧学习到位。
　　[例1]“裂项”1）计算：1×2+2×3+3×4+4×5+…+98×99+99×100=_______；
　　2）计算：[image: image350.png]L L L L L
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=______；
　　分析/解：这是两个标准的裂项式，一个是“整数型”，一个是“分数型”。
　　“裂项”的思想是要通过把每一项“加数”改造成两项“相加减”的形式，从而产生“前后抵消”。因此使用“裂项”技巧时尤其要注意前后项的衔接。
　　1）1×2=　　　　　　　　　2）[image: image351.png]


=
　　 2×3=　　　　　　　　　　 [image: image352.png]


=
　　 3×4=　　　　　　　　　　 [image: image353.png]


=
　　 ……
　　 98×99=　　　　　　　　　　 [image: image354.png]08 x 99



=
　　 99×100=　　　　　　　　　　[image: image355.png]99y 100



=
　　因此，原式=因此，原式=
　　[评注]“裂项”的方法使得算式中的大量累加过程都变成了加减抵消，其标准的手法是把每一个“加数”进行拆分，形成前后抵消的形式，从而舍去中间只保留了首尾。下面是两个标准型的公式：
　　1）整数型：n×(n+1)=[image: image356.png]pi+1r+2) - -Drr+1)





　　2）分数型：[image: image357.png]ax(iiD 7 nl




　　注意：“裂项”并不是说一定要每一项都变成减法，请看下面这种情况：
　　[image: image358.png]L 7 197 193
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　　[例2]计算：1×3+3×5+…+17×19+19×21=_______；
　　分析/解：前面学到的裂项方法中，相乘的两个数是“连续自然数”，而这道题目每一项中相乘的两个数就变成了“相邻的奇数”，如何进行裂项抵消呢？
　　1×3=　　　　　　　　　　…
　　3×5=　　　　　　　　　　17×19=
　　5×7=　　　　　　　　　　19×21=
　　因此，1×3+3×5+…+17×19+19×21
　　=
　　=
　　=
　　=
　　[评注]本题的特殊性在于第一项的拆分，不要盲目使用技巧，弄清技巧使用的目的与本质，这样才能注意到每一点特殊情况，裂项问题的变形很多，大家一定把裂项的原型掌握好，遇到变形问题进行主动联想，并且注意特殊情况。这里再举几个“整数型”裂项的变形形式：
　　1+(1+2)+(1+2+3)+…+(1+2+…+98+99)
　　2×4×6+4×6×8+6×8×10+…+34×36×38+36×38×40
　　…
　　[例3]计算：[image: image359.png]


=______；（计算结果可以含有“阶乘”）
　　分析/解：在这道题目中出现了“阶乘”的形式，首先要理解它的概念：
　　　　　　　n!=1×2×…×n
　　通过分子和分母的关系可以发现每一项都形如[image: image360.png]


，进行如下变形：
　　[image: image361.png]


=
　　[image: image362.png]


=
　　…
　　[image: image363.png]99|



=
　　[image: image364.png]10t



=
　　因此，[image: image365.png]
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[视频课程集锦：http://zkikaoticn/shop/zxxhtm]
　　=
　　[评注]处理“分数型”裂项的变形问题，一定要仔细观察分子与分母的关系，一般把分子呈“加减”的形式，分母呈“乘积”形式，从而产生分数的“裂开”，此外还要注意到裂开后加减项之间的前后的衔接。大家还可以分析一下下面的变形情况：
　　[image: image368.png].
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　　[例4]“等比数列”
　　1）计算：1+2+22+23+…+298+299+2100=_______；（计算结果用次方表达）
　　2）计算：[image: image369.png]


=______；（计算结果用次方表达）
　　分析/解：等比数列中后一项和前一项总存在着固定的倍数关系，如果给前一项乘以这个倍数，它就摇身一变，和后一项相同了。由此给大家介绍一种“错项抵消”的思想：
　　1）设S=1+2+22+23+…+298+299+2100
　　2S=
　　2）设S=[image: image370.png]



　　 S=
　　[评注]等比数列也可以裂项，只要大家注意到：
　　2n=2n+1-2n　　　　　[image: image371.png]



　　相信大家能够看出来如何进行“裂项抵消”了。
　　一般地，形如“1、a、a2、…、an-1”（a>1）的等比数列，其求和公式推导为：
　　S=1+a+a2+…+an-1
　　a×S =　a+a2+…+an-1+an　　　　　[image: image372.png]



　　(a-1)×S= an-1
　　[例5]计算：1-2+22-23+…+298-299+2100=_______；（计算结果用次方表达）
　　分析/解：和一般的等比数列相比，这道题目存在符的变化，我们还能不能继续使用“错项抵消”的思想呢？试一试：
　　设S=1-2+22-23+…+298-299+2100
　　2S=
　　[评注]其实这道题目中出现的数列依然是等比数列，当我们学过“负数”的概念后就可以理解到原式等于1+(-2)+ (-2)2+(-2)3+…+(-2)98+(-2)99+(-2)100,其中等比数列的“公比”是“-2”
　　大家可以理解到如果能灵活使用“错项抵消”就可以利用现有的知识解决一些带有超前知识的问题。很多情况下问题“难”是由于对方法掌握的不灵活，对本质性问题认识片面所带来的。
　　像这道题目如果只片面地认为方法为“错项相减”就比较麻烦，灵活的利用“错项相加”就把问题化难为简了。
　　[例6]计算：[image: image373.png]


=______；（计算结果用次方表达）
　　分析/解：和前面的等比数列相比，这道题目只有分母存在等比关系，分子并不满足等比条件，而是一个等差数列。还能不能继续使用“错项抵消”的思想呢？再来试一试：
　　设S=[image: image374.png]



　　 2S=
　　[评注]做完这道题目，仍是要强调方法的灵活性，“错项抵消”的方法可以连续使用，一层层地使问题简化。
　　这道题目还可以这样做：
　　原式=[image: image375.png]



　　 [image: image376.png]



　　 [image: image377.png]



　　 …
　　[image: image378.png]=T ow




　　[image: image379.png]o




　　总结
　　有关“裂项抵消”和“错项抵消”这两个技巧的题目大家在前面的专题学习过，今天汇总在这里是为了给大家重点介绍巧算问题中的这种重要的思想——“加减抵消”，及其具体的使用技巧。
　　通过这节课，大家更多地要注意如何灵活使用技巧，以及理解技巧的本质。我们今天提到的“加减抵消”好像是为了凑“0”，可是你有没有想过如果凑不成“0”，凑整、凑齐是不是也很好呢？你有没有想过“加减抵消”之外还有“加加抵消”的思想呢？
　　此外，我们所讲的方法也并不是唯一的方法，更多更好的方法需要大家课后认真思考，细心体会与回味。
　　作业
　　1．计算：[image: image380.png]2% 5 Sy



=_______；
　　2．计算：1×1+2×2!+3×3!+4×4!+…9×9! =_______；
　　3．计算：[image: image381.png]


=________；
　　这一讲中，将给大家带来计数问题中“排列”与“组合”的应用，主要是从“乘法”和“除法”的角度来比较“排列”与“组合”的区别。
　　概念知识：
　　1．排列 从n个不同的元素中选出m（不超过n）个元素进行不同次序的排序，共有的方法数称为排列数，写成Pnm；当m=n时，称为全排列，写成Pnn；
　　2．组合 从n个不同的元素中选出m（不超过n）个，不考虑次序关系，共有的方法数称为组合数，写成Cnm；
　　3．排列与组合的关系Cnm×Pmm=Pmm；
　　[例1]平面上共有10个点，任意三个点都不共线，那么以这些点为顶点共可以连出_____个三角形；
　　分析/解：一个三角形的特征是有三个顶点，三条边，这里顶点要选自于给出的10个点，边只需要顺次连接即可。因此这是一道标准的从多个元素中进行选取的题目——从10个点中选3个。
　　解这道题目既可以通过加法思想入手，也可以通过乘法原理、排列组合，这里我们专门分析乘法原理和排列组合。
　　[image: image382.png]o=
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　　由于要选出3个点，
　　第一个点选择有_____种方法；
　　第二个点选择有_____种方法；
　　第三个点选择有_____种方法；
　　由于3个点之间无论以任何顺序连线，形成的三角形只有一种方式，因此要除去3个点之间的顺序关系共_____种，因此实际的选法只有________________种；
　　其实学过排列组合的同学都清楚，直接用下面的算式即可以得出案：
　　[image: image383.png]3x2x1
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　　[评注]这道题目主要是教给大家组合的含义，简而言之“组合”是“排列”中除掉排序这一环节。
　　[image: image384.png]



　　[例2]由1至9组成的各位数字互不相同的四位数有_____个，其中前两位上出现的数字相同且后两位上出现数字也相同的（不计次序）就把它们分到一组，例如1234、1243在同一组，但1324不属于该组，那么共有_____组数；
　　分析/解：利用“排列组合”或“乘法原理”的思想可以很容易解决第一个问题：
　　[image: image385.png]



　　这样的四位数，共有_______个。
　　为了解决第二个问题，我们来动手列举一下与1234同一组的数都有哪些：
　　看出与每一组的都有______个数，因此共有______________组；
　　如果换一个角度，可以发现只要给前两位选两个数，后两位选两个数，就可以形成一组数，因此考虑组数时，不需要考虑前两位之间的排序，也不需要考虑后两位之间的排序，即共有__________________组
　　[评注]通过这道题目，大家要慢慢的明确“组合问题”可以考虑成乘法原理、排列问题中的“排除问题”——“除法原理”。
　　如果这道题目改成“0至9”，两个问题的结论又如何呢？我们讲的两种方法该如何应用，哪一个更好用呢？
　　[例3]有7张卡片上分别写着4、3、2、1、0、0、0这7个数字，那么这7张卡片能组成______个不同的四位数；
　　分析/解：在这道问题中“0”这个数字与众不同，一是它不能做首位，二是它出现了3次。由于这种特殊性，首先应该先从加法分类的角度考虑：
　　1）不含0的四位数：
　　2）含1个0的四位数：
　　3）含2个0的四位数：
　　4）含3个0的四位数：
　　这样的四位数，共有_______个。
　　[评注]下面有种做法请大家帮助分析一下是否正确：
　　7个数排到4个位置中，共有P74种方法，由于“0”之间不需要排序，因此共有[image: image386.png]o, |



种方法。
　　[例4]按照向右或向上方向沿着图中的方格线从A走到B，共有____种不同的走法；
　　[image: image387.png]



　　分析/解：这是一类很常见的最短路线问题，可以用加法原理解决：
　　[image: image388.png]



　　可以看出加法原理用起来非常有趣，但同时也具有局限性。下面用排列组合的方法进行解决：
　　从A走到B，共需要走4+3=7步，其中有4步为横方向，3步为竖方向，即4个“→”与3个“↑”共有多少种排序方式。
　　　　　　　　　　　　　　　→　　→　　→　　→　　↑　　↑　　↑
　　如果全排列则有[image: image389.png]


种方法，但是“→”之间的顺序是固定的无需排序，“↑”之间的顺序也是固定的无需排序，因此需要除以[image: image390.png]


和[image: image391.png]


，即[image: image392.png]


=__________；
　　事实上，只需要先从7个位置中选出_____个位置放“→”，再把另_____个位置放“↑”即可。因此共有__________________________种方法；
　　[评注]对于同类的最短路线问题，我们可以总结一下规律：
　　在一个m×n的方格表中，从一个顶点沿格线走向对角顶点，最短的路线共有[image: image393.png]


或[image: image394.png]


种不同的走法。
　　[例5]某船准备把2面红旗、2面黄旗、2面绿旗（旗子尺寸相同）由上到下依次挂成一列作为信，那么共可表示______种不同信；
　　分析/解：
　　[排列方法]如果同颜色的旗子有区别，则六面旗子互不相同，共有[image: image395.png]


种方法，但是同种颜色旗子之间没有区别，因此要除以3次没必要的排序方法。
　　即[image: image396.png]PIxE
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=__________；
　　[组合方法]旗杆上总共有6个挂旗子的位置，先从中选出2个位置挂红旗子，再选出2个位置挂黄旗子，最后剩下2个位置挂绿旗子即可。
　　_____ _____ _____ _____ _____ _____
　　因此共有____________________________________________种方法。
　　[评注]认清“有序”与“无序”是排列组合问题中的重点，这经常取决于排列元素之间是否存在“区别”。
　　在本讲的例题中所讲到的两种方法，一种是先按“有区别”对待进行排列，再排除掉不必要的排列，另一种是直接按“无区别”对待进行选取。
　　[例6]一次射击比赛，有三串小球作为靶子，现在要用枪将小球一个一个打落，那么将图中小球全部打落共有____种不同的打法；
　　[image: image397.png]43
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　　分析/解：由于要将小球一个一个打落，每串小球必须按照从下到上的顺序打，不能改变顺序。这样很容易让人去用枚举法进行计数，但是会比较麻烦。这里还是利用排列组合的方法解决：
　　[排列方法]如果上面的小球不会影响下面的小球，则可以按任意顺序打，共有[image: image398.png]


种方法，但是实际情况中A1、A2、A3之间只能按1种方式打，B1、B2之间也只能按1种方式打，因此要除以它们没必要的排列方式，即[image: image399.png]


=__________；
　　[image: image400.png]43
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　　[组合方法]总共有6次射击，先从中定出3次射击打A1、A2、A3，再定出2次射击打B1、B2，最后剩下1次射击打C即可。
　　[image: image401.png]



　　因此共有____________________________________________种方法。
　　[评注]在这类问题中，先选谁后选谁是无关紧要的，如果先从中定出1次射击打C，再定出2次射击打B1、B2，最后剩下3次射击打A1、A2、A3，得到的结果是一致的。
　　总结
　　通过今天的学习，大家认识到了“乘法原理”中的排除法“除法原理”。主要说的是“排列”与“组合”之间的区别——是否计算顺序，排序元素是否有区别。
　　我们思考类似今天课程中的排列与组合的问题时，有两种思考方式：
　　1）把问题完全考虑成“排列”，计算不同的顺序，再反过来考虑排除掉“无区别”元素之间的排序。
　　2）直接看出“无区别”的元素，为它们进行选取，而不是排序。
　　这就是要介绍给大家的“组合”与“除法”。
　　作业
　　1．将三个同样的红球和七个同样的白球排成一排，共有____种不同的排法；
　　2．一次射击比赛，有三串小球作为靶子（左图），现在要用枪将小球一个一个打落共有______种不同的打法；
　　3．下图是一个由铁丝焊成的正方体架，一只小虫沿铁丝从A爬到B，最短路线共有______条；
　　[image: image402.png]pad




　　两个数相除又叫做两个数的比，它的作用是反映两个数之间的数量关系。比如甲是乙的3倍，那么甲和乙的比就是3:1，如果甲和乙的比是2:5，那么也就是说如果把甲分成两份，那么乙就有5份，因此甲就是乙的2÷5=2/5倍。比较上面的比例式和下面的倍数关系，可以发现分数和比例可以互相转化，只要把分数线变成比的符就行。
　　大家在解决分数应用题的时候通常是利用把一个比较小的量设成一份，然后把分数变成份数来解题的，同样比例应用题也可以用这种方法来解决。
　　本讲主要包括3部分的内容：
　　由于数量变化造成原有的比例式改变的变比问题；
　　在题目中出现分别关于两个不同类型数量的两个比例式的复比问题；
　　以及将不同比例的物体进行混合求新比的混合比问题。
　　关于以上三种类型题目的具体解法会在后边分别讲到，关键还是利用设置合适的份数来简化题目中的条件。
　　[例1]某小学男女生人数之比是16:13，后来有几位女生转学到这所学校，男女生人数之比变为6:5，此时全校学生共880人，转来的女生有________人；
　　[分析]这道题目就是典型的变比问题，注意两个比都是关于男女生人数的，但是前后的女生人数不同，而男生的人数没有变化。可以利用设份数的方法解题。两个比例关系中，只有后边的一个知道总人数，因此可以从它入手。
　　解：男女生人数之比为6:5，也就是说如果把男生的人数分成6份，那么女生这时的人数就是5份。这样全部的总人数就是______________份。
　　全校学生的总人数这时为880人，那么一份就是：
　　________________________人。
　　注意到男生的人数在题目中一直都没有变，于是求出男生人数为：
　　________________________人，这个人数在开始的比例中也成立。
　　开始时男女生人数之比是16:13，于是重新把男女生的人数设为16和13份。
　　于是这时每份的人数为：__________________人。
　　原有的女生人数为：_______________人，可知转来的女生有_____________人。
　　[评注]由于题目中出现了两个比例关系，因此为了解题方便一共设了两次份数，要注意这两个份数中的每一份的大小是不同的，不要弄混。把这两个份数关系联系在一起的是一直没有改变的男生人数。
　　[例2]在一个水池中有两根直立的木棍，木棍的一端紧贴着池底，另一端都露在水面上。两个木棍露出水面部分的长度之比是7:3。如果现在水池中的水面向上涨70厘米，这时两根木棍露出水面的部分的长度之比是7:2。那么原来这两根木棍露出水面部分的长度分别是多少厘米？
　　[分析]同样在本题中也出现了两个比例关系，但是要注意的是，由于水池中的水面上涨，两个木棍露出水面部分的长度同时都变少了，因此需要利用新的方法解题。
　　如果分别把原来的比例和水面上涨后的比例分别用两个每份大小不同的份数来表示，肯定容易弄混，写起来也复杂，那么能不能只用一个份数就表示出两个比例关系呢？
　　解：观察题目可以发现，长木棍在水面上涨前后的比例中都是7，于是可以利用这一点来简化题目。可以把水面上涨后长木棍露出水面的部分设为7份，这样短木棍在水面上涨后露出水面部分的长度是两份。
　　而长木棍原来露出水面的部分就是7份多70厘米。也就是水面上涨前的比例式中的“1”，就是我们现在设的一份再加上10厘米。这样根据比例式可以知道短木棍原来露出水面部分的长度是3份加30，和上面的长度相差也是70厘米。
　　写成算式就是：3份+30厘米=2份+70厘米。
　　显然一份就是40厘米。于是就很容易的算出原来两根木棍露出水面的长度分别是：____________________厘米和____________________厘米。
　　[评注]大家从上面的解题过程中可以看出，解题并不是完全按照规则一成不变，对于不同的题目要仔细观察找出它的特别之处，利用条件简化计算的复杂程度。
　　[例3]某学校入学考试，参加的男生与女生人数之比是4:3。结果录取91人，其中男生与女生人数之比是8:5。未被录取的学生中，男生与女生人数之比是3:4。那么报考的共有______人；
　　[分析]观察题目中一共出现了3个比例关系，分别对应着全部考生；被录取的考生和未被录取的考生三部分。
　　其中只知道被录取考生的总人数，显然应该从这里入手。
　　解：首先假设被录取的男生为8份，于是被录取的女生人数就是5份。这样每份的人数就是：91 ÷（8 + 5）= 91 ÷ 13 = 7人。
　　于是被录取的男生共有：___________人，女生共有：___________人。
　　3个比例关系各不相同，但是被录取的人数加上未被录取的人数就是总人数，于是如果被录取的男女生比例也是4:3的话，那么未被录取人数的比例也应该是4:3。只需要把被录取的女生人数增加一份，也就是7个人，那么被录取的男女生比例就变成了8:6，也就是4:3。
　　于是题目变成了：“未被录取的学生中，男生与女生人数之比是3:4，如果从这些人中再录取7个女生，那么未被录取的学生中，男生与女生人数之比就变成了4:3。”显然这道题目就是最开始介绍的基本的变比问题。
　　其中男生的人数没有变。先是被分成了3份，后来又被分成了4份。为了让假设的份数统一成一个，应该把男生的人数分成3×4=12份。这样开始的时候女生人数就是：____________份，后来就变成了____________份，相差____________份。
　　而这相差的_______份就是7个人，于是就可以知道没有被录取的
　　男生人数是：______________人，女生是：______________人。
　　全部报考的人数就是：________________________________人。
　　[评注]找出题目中多个比例之间的相互关系，可以让我们通过改变某一个比例的方法把题目简化成最基本的题型，希望大家能够多想想，这样做的技巧在哪里。
　　[例4]一只狼发现前方100米处有一只野兔在跑，便追了上去，已知狼跑4步的路程相当于兔跑7步的路程，狼跑20步的时间相当于兔跑21步的时间，那么狼追上兔子时跑了______米；
　　[分析]这是一道包含比例关系的追击问题，必须要知道狼和兔子的速度的比例关系才行。首先就来把题目中的比例关系找出来。
　　已知狼跑4步的路程相当于兔跑7步的路程，显然是狼的步子比较大，如果比较狼和兔子一步跑的路程应该是7 : 4。狼跑20步的时间相当于兔跑21步的时间，应该是兔子跑一步花的时间短，比较狼和兔子一步跑的时间应该是21 : 20。
　　解：速度等于路程除以时间，于是狼的速度就是：7 ÷ 21 = 1/3 ，兔子的速度就是：4 ÷ 20 = 1/5 ，把两个结果进行比较， 1/3 ÷ 1/5 = 5/3 。
　　也就是说狼和兔子的速度比为5 : 3。
　　狼追上兔子时要比兔子多跑100米，而同时狼和兔子各跑了5份和3份，显然狼追上兔子时正好跑了：__________________米。
　　[评注]也可以不用比例，直接从题目条件中“看”出速度的关系来：同样的时间，狼跑20步而兔跑21步，狼的4步和兔子的7步一样长，于是狼跑20步就相当于兔子跑 7 ×（20 ÷ 4）= 7 × 5 = 35步。
　　也就是说，如果把兔子的一步看作一份长度，那么在同样多的时间内，兔子跑了21份，狼跑了35份。同样可以得出狼和兔子的速度的比是35 : 21，也就是5 : 3。[视频课程集锦：http://zkikaoticn/shop/zxxhtm]
　　[例5]学校的图书馆新买了3套书，分别是一套漫画书，一套学习参考书和一套历史名人传记，一共花了1128元。其中漫画书每本8元钱，学习参考书每本10元，历史名人传记每本12元。其中历史名人传记的本数是另外两套书总本数的1/4，学习参考数的本数是另外两套书总本数的3/7，那么这3套书分别各有多少本？
　　[分析]观察题目中出现了两个分数，可以把它们变成比例的形式：
　　历史名人传记的本数和另外两套书总本数的比是1:4，学习参考数的本数和另外两套书总本数的比是3:7。于是在第一个条件中全部3套书一共被设为1+4=5份，而在第二个条件中全部3套书一共被设为了3+7=10份。
　　为了方便和简单，可以都把全部的书设成10份，这样历史名人传记就变成了2份，学习参考书就是3份，于是漫画书就是5份。三种书的比例关系就是2：3：5。
　　解：由于并不知道每一份书究竟有多少本，先就假设是最简单的情况：每一份就是1本，于是3种书就分别有2、3和5本，
　　总价格就是：12×2+10×3+8×5=24+30+40=94元。
　　显然这太少了，每一份不只一本书，实际的情况是假设的：
　　1128 ÷ 94 = 12倍，因此每一份图书就有12本。
　　于是历史名人传记就有______________本，学习参考书就有______________本，，漫画书就有______________本。
　　[评注]从题目中出现的关于3个不同物体个数之间的比例关系叫做“连比”实际上就是把多个物体的个数用各自份数的关系表示出来。另外要注意题目中所使用的假设方法。
　　[例6]三个同样大小的瓶子，分别装满不同浓度的酒精，其中第一个瓶子中酒精和水的体积比为4：1；第二个瓶子中酒精和水的体积比为3：1；第三个瓶子中酒精和水的体积比为5：1。如果把这3瓶酒精和水的混合液都倒入一个大的瓶子中，这时大瓶子中酒精和水的体积比是多少？
　　[分析]题目中出现了三个不同的比例关系。可以看出来如果每一次都根据比例关系设出一个份数的话，三次的总份数都不同，这样每一份的大小也就各不相同，为了能够方便计算，必须想出办法让三个总份数相等才行。
　　解：根据题目中出现的比例关系，第一个瓶子中一共有4+1=5份；第二个瓶子中一共有3+1=4份；第三个瓶子中一共有5+1=6份。为了能够让总份数相等，应该把每个瓶子中包含的总份数设成这三个不同份数：4、5、6的最小公倍数：
　　[ 4, 5, 6 ] = 60 份。[视频课程集锦：http://zkikaoticn/shop/zxxhtm]
　　这样第一个瓶子中的酒精和水的体积就分别是：48份和12份；第二个瓶子中的酒精和水的体积就分别是：45份和15份；第三个瓶子中的酒精和水的体积就分别是：50份和10份。并且每一份的大小都是一样的。
　　这时如果把这3瓶酒精和水的混合液都倒入一个大的瓶子中，那么酒精的体积就变成了：48+45+50=143份，而水的体积就变成了：12+15+10=37份，于是这时大瓶子中酒精和水的体积比就是：143：37。
　　[评注]找出3个份数关系的共同点：总份数都代表着同样大小的体积，这样才能够通过类似通分的方法把每一份的大小统一成一样。
　　[例7]现在有大小两个瓶子，分别都装有酒精和水的混合液，大小瓶中装有的混合液的体积比为5：3。大瓶的混合液中酒精和水的体积比为5：1，小瓶的混合液中酒精和水的体积比为3：1。如果把这两瓶酒精和水的混合液都倒入一个大的瓶子中，这时大瓶子中酒精和水的体积比是多少？
　　[分析]观察题目发现三个比例关系中有两个是关于酒精和水的体积比的，而另一个则是大小瓶中液体的体积比，不要把它们三个弄混。首先还是尝试利用设“一份”的方法解题，还要注意两个瓶子的“一份”大小通常都是不同的。
　　解：如果根据题目中大小两个瓶中酒精和水的体积比，分别把大瓶和小瓶中的水看成两个不同的“一份”，那么大瓶中混合液的体积就是5+1=6份，而小瓶中混合液的体积就是3+1=4份。
　　但是题目中有条件：大小瓶中装有的混合液的体积比为5：3。那么大小瓶中混合液的体积如果用样大小的“一份”来表示就应该分别是5份和3份。
　　现在关于体积分别出现了：3、4、5、6份，为了方便我们找出这4个数的最小公倍数：60，把他设成大瓶中混合液的体积的份数。这样大瓶中原来的一份液体被分成了10份，这样大瓶中的酒精体积就是5×10=50份，水的体积是10份。
　　于是按照这个新的“一份”来表示小瓶中混合液的体积就应该是：
　　60 ÷ 5 × 3 = 36份。于是原来小瓶液体的“一份”就变成了现在的：
　　36 ÷ 4 = 9份。这样小瓶中的酒精体积就是9×3=27份，水的体积是9份。
　　现在把两瓶液体混合在一起，全部酒精的体积就是：50+27=77份；
　　而水的体积就是：10+9=19份。这时大瓶子中酒精和水的体积比是77：19。
　　[评注]从显然本题最关键的地方就是当通过分析发现大瓶中混合液的体积分别被表示成5份和6份，而小瓶中混合液的体积分别被表示成3份和4份后，利用求出的最小公倍数把“一份”分的更小，使得原来不同大小的每一份能够用同一个新的“一小份”的倍数来表示，使得题目大大简化。
　　总结
　　通过对前面几道例题的学习，大家初步的了解了一些和比例有关的题目的解法，由于比例本身可以用来表示两个或多个数量之间的大小比较关系，因此同分数应用题一样，它的类型是多种多样的，可以说任何类型的应用题，只要本身包含有多个数量之间的比较，都可以改造成比例应用题。
　　无论题目的类型怎样变化，绝大多数的题目都可以利用本讲的主要方法，通过将某一个数量设为“一份”，将题目的条件转化为整数的表达方式，由此将题目化简并解决。
　　作业
　　1．张家与李家的收入钱数之比是8:5，开支的钱数比是8:3，结果张家结余560元，李家结余630元，每家收入为______、______元；
　　2．甲、乙两车间原有人数的比是4:3，甲车间调55人到乙车间后，甲乙两车间人数的比变为3:5，那么甲车间原有_______人，乙车间原有________人；
　　3．一段路程分成上坡、平路、下坡三段，各段路程长度比依次是1:2:3。小龙走各段路程所用时间之比依次是4:5:6。已知它上坡时速度为每小时5千米，路程全长48千米。小龙走完全程用_____小时；[视频课程集锦：http://zkikaoticn/shop/zxxhtm]
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